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GEOMETRIA PLANA 

A geometria c1:1tá para. todos os co­
nhecimentos pbysicos, como a Logica 
para todos os intellectoaes e moraes. 
E, aJêm d'isso, nenhum estudo exerci .. 
ta, fórma, rectifica a razão como este. 

GJ.RRRTT - Da Educ~ão. 

A origem da Geometria, como de muitas outras sciencias, 
perde-se na noite dos tempos. 

Sem intrarmos no estudo circumstanciado dos progressos 
succ.essivos d'este ramo dos conhecimentos humanos, isto é, 
sem fazermos a sua historia, apontando as revoluções opera­
das em tão vasta quanto bclln sciencia, poderemos rapida­
mente indicar os períodos ou epochas mais notaveis da sua 
historia pelos nomes d'esses trabalhadores, que rompendo 
successivamente novos caminhos, que amontoando pouco a 
pouco o material, foram os sublimes obreiros que mais con­
correram para o desinvolvimento d'esta parte das sciencias 
mathematicas. 

Aos Egypcios não eram desconhecidas algumas noções de 
geometria, porêm,. eram ellas tão vagas, tão pouco definidas, 
que podemos escrever na primeira pagina da historia d'esta 
sciencia o nome do philosopho Thales (640 a 54Jl antes de 
Jesus Christo), natural da Phenicia, o mestre do grande Py­
thagoras, que fundou em Mileto a escola jonia. 

Seguidamente Platão, Euclides, Hipparco, Ptolomeu, Viête, 
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Kepler, Descartes, Leibnitz e i\>lougc até aos nossos uia", 
foram os que definiram mais evidentemente as epoclrn.s de 
revolução, que constituíram, como dissemos, os perioclos mai s 
not.aveis d'esta sciencia tão util, tão sublime. 

l\luitos outros geomctras celebres, como Archimedes, Nepcr, 
Adriano Metius, Newton, Lagrange, Laplace, Legendrc, Cn­
vier e outros mais, são vnltos grandiosos 1rn. historia d'cstn 
scicncia que, juntes aos que acima apontámos, concorreram 
para o seu progresso e ingrnndecimcnto. 

A Geometria abrange differcntcs ramos ou especialirlnrle:< 
que poderemos classificar elo seguinte modo: Geometria ele­
mentar, a que estuda as linhas, superfi cies e sol idos mais sim· 
pies; Geometria transcendente, a que tem por objccto o estu­
do das cmvas e superficies ele uma ordem superior; Geome ­
tria sublime, a que applica ao estudo elas curvas e elas super­
fi c: ics o calculo integral e differencial; Geometria analyticn . 
a que applica ao estudo das curvas e das superficies o cal -
culo algebrico; Geometria clescriptiva, sciencia nova, que tem 
por fim a representação exncta dos corpos pelas suas projec­
ções sobre planos dados; Geometria subterranea, a que tem 
por fim a resolução ele problemas, empregando a geometria 
elementar, no estudo de minas; Geometria do compasso, a 
que tem por objeeto as soluções graphicas dos problemas da 
gcomr tria. 

A Geometria elementar comprehende duas partes: Geome­
tria plana e Geometria no espaço. 

A Geometria plana tem por objecto o estudo das figuras 
que apresentam todos os pontos no mesmo plano; a Geome­
tria no espaço · estuda as propriedades das figuras que não 
estão n'um mesmo plano. 

No presente volume trataremos da Geometria plana. 

PRELIMINARES 

1. Geometria.- Pela palavra Geometria, derivada. de doi9 
voeabulos gregos (qe terra, ·e metron medida) designa-se a 
sciencia que trata da extensão. 

2. Extensão é qualquer porçiio limitada do espaço. A e::­
tensão de um corpo é a porção elo espaço occupada por ess;} 
corpo. 

Corpo ou volume é uma extensão com tres dimensões : 
comprimento, largura e alturn, espessura on profundidade. 

Su]lerficíe é uma extensão com duas dimensões: compri­
mento e largura, ou o limite exterior dos corpos. 
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Linha é uma extensão com uma só dimr.nsâo: co111pr1mcnto, 
ou o limite de uma superficie. 

Ponto é o logar da extensão que se considera sem dimen­
são, ou o limite de uma linha. 

3. Um ponto movendo-se no espaço gern uma linha; uma 
linha movendo se gera uma superficie; e uma superfieie mo­
vendo-se gern um volume. 

Poderemos definir ponto a intersecção lfo <lua~ linhas; linlta, 
a intersecção de duas supcrficies. 

4. Distinguem-se tres especies de linhas: linha recta, linha 
curva, e linha quebrada, ou polygonal. 

Linha recta 6 a mais curta distancia entre dois pontos. 
tinha curva é toda a linha que não é rccta nem composta 

de linhas rectas. 
Linha quebrada ou polygonal é toda a linha composta de 

duns on mais linhas rcctas, unidas duas a duns pelos seus 
extrcmo,s, cm direcções diffcrentes. 

5. Uma linha curva póde considerar·sc uma linha polygo­
nal composta de muitas linhas rectas infinitamente pequenas. 

6. Um ponto designa-se por uma lettra, e uma linha por 
duas ou mais lcttras de modo qne 
possam bem definil -a. A B· 

Assim na (fig. 1) temos a linhit 
rectaAB, linhas curvas CD, GH C~n 
e LM, e linha quebrada ou poly- ~~F. 
gon.al A B CD E F. As lettras. re- A e E . 
petidas escrevem-se da segumte ~ t l\i:J 
fórma: A', A", A'", etc.; e lêcm- ( ) \ I 
se A linha, A dnns linhas, A trcs 11 H "---- / 
linhas, etc. 

Dá-se o nome de convex«i á li- Fig. 1 
nha curva ou polygonal quando 
u.ão póde ser cortada por uma recta em mais de dois pontos. 

7. Se duas linltas quebradas ou curvas convexas terminarem 
nos mesmos pontos, a 
involvente é maior que Jl 

a involvida. Temos L~· 
pois, na fig. 2, a li-
nha AB CD maior 

qu~.AS~~~ficie pla- .Ll. ~D 
na ou plano é uma Fig· 2 
superficie, sobre a 
qual se podem traçar linhas rectas em todas as direcções. 
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Snpcrficie curva é a que não é plana nem composta de su­
pcrficics planas. 

Superficie quebrada ou polyedrica é a formada por duas 
ou mais superficies planas, unidas duas a duas em direcções 
d i ffercn tes. 

9. Fica determinado um plano por tres pontos 11ue não es­
tão em linha recta, ou por urna linha recta e um ponto situa­
do fóra d'cs~a rccta, ou por duas rectas que se cortam. 

10. Dá-se o nome de jignra a todo o espaço terminado por 
uma ou mais linhas, por uma ou mais superficies. Duas ou 
mais figuras são eguaes quando podem ajustar-se perfeita­
mente uma sobre a outra. 

Figura plana é a que tem todos os pontos em um só plano. 
Dá-se o nome de tl1eorema a uma proposição que precisa 

ser demonstrada; corollario é uma conscquenciii de nm theo­
rema; problema é urna applic:;ição de um theorcma. Quando 
na resolução dos problemas se empr~gam os numeras, dizem­
se numerir,os; quando se empregam linhas, dizem-se gravhicos. 
Axioma é urna verdade por si mesma evidente, isto é, que não 
precisa ser demonstrada. Temos, por exemplo, os seguintes 
axiomas: o todo é maior qne qualquer da.~ suas partes; o todo 
é egual á somma das b"Uas partes; duas quantidades cguaes a 
uma tereeira são eguaes entre si; duas quantidades eguacs não 
deixam de o se1· quando ambas augmentam ou diminuem a 
mesma quantidade ou quando se multiplicam ou se dividem pela 
mesma quantidade. 

Linha recta 

11. A linha recta que já definimos traça-se com o auxi­
lio da regua, que é um instrumento de metal ou madeira, 
devendo ser perfeitamente lisa, chata e comprida. Poderemos 
tambem obter a linha recta esfregando com giz um cordão 
que se ajus ta sobre um quadro I\egro (superficie plana pin­
tada de preto, ou lousa); esticado o cordão, levanta-se até ao 
meio com o dedo e larg>t-se; sobre o quadro negro apparece 
um traço branco, que é uma recta. 

Para se verificar se uma regua está direita, ajusta-se sobre 
um plano e descrevo-se uma linhllj; ajustando-a novamente, 
porêm, invertendo os extre'mos, descreve-se outra linha que 
se coincidir com a primeira, conclue-se que a ·regua está di­
reita. Algumas reguae são chanfradas; é conveniente usál-as 
qu~ndo se emprega a tinta. 
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12. Dois pontos determinam a posição de uma recta, e 
bem assim a sua grandeza se são os extremos da linha. 

13. Para medir uma linha recta ou curva procura-se a 
relação que ha entre essa linha e uma outra de grandeza co: 
nhecida, que se considera como unidade. Quando essa relação 
não puder ser exactamente achada, as linhas dizem-se incom­
mensuraveis, podendo comtudo determinar-se com bastante 
approximação. 

Póde-se traçar uma recta com um comprimento determi­
nado, ou conhecer a grandeza de urna recta empregando a rc­
gua graduada. Devemos ter, porêm, conhecimento da unida­
de linear que é o metro. 

Em 1790 urna commissão nomeada pela Academia de Fran­
ça (inearregada da reforma dos i:iesos e medidas), composta 
de Borda, Lagrange, Laplace, Monge e Condorcet, e se­
guida pelos trabalhos de Méchain e Delambre, determinou o 
metro egual á decima·millionesima parte do quarto do arco 
do meridiano terrestre. 

O metro divide-se em dez partes eguaes que se denominam 
decímetros; cada decímetro, em dez centímetros; e cada cen­
timetro. em dez millimetros. 

A regua graduada é a que tem um dos lados dividido em 
decimetros, centimetros e millimetros, tendo algumas a divi­
são em meios-millimetros. 

Angulos 

14. Angulo é a inclinação reciproca de duas linhas que se 
incontram n'um ponto. 

As duas linhas chamam-se lados do A 
angulo; e o ponto de intersecção, ver- "à,', 
tice. '\ 

Designa-se um angulo por tres let.. '\ ~i ,,e : 
tras ou só pela do vertice, pondo so- cr \ ''-., / »· 
bre ella um pequeno angulo. A fig. 3 - .9, .- \ 
representa o angulo O ou .A G B, de- / J:~ '~ 
vendo collocar-se a lettra do vertice \,_ _1:S'f- ' 

/ 

sempre no meio. ~>\ 
15. Para se comprehender melhor 

o que acabamos de definir, imagine-
se sobre a recta .AB (fig. 4), uma Fig. s 
outtra CD que se confunde com a . 
primeira; se a recta GD girar em-torno do ponto O, conser­
vando-se no mesmo plano, toma ella differentes posições sur.:-
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cessivas CD', CD", CD" ', etc., determinando tambem suc­
ccssivamente differentes angulos D CD', DCD", DCD'", 
etc., cuja grandeza vae augmentando. 

Concluimos que a grandeza de um angulo não depende do 
comprimento dos seus lados. 

Dois angulo3 dizem-se eguaes quando, ajustados os verti­
ccs e as~cntando um lado de um sobre um lado de outro, os 
outros lados se confundem; e, quando se não confundirem, será 

maior o angulo dentro do 
qual fica o segundo lado 
do outro angulo. 

-... _ 

n' 16. Angulos adjácen­
tes.-.8ão os que têem 
um lado commum e os ou­
tros em linha recta; a 
sua somma é egual a dois 

D Il rectos. 
Quando os angulos ad-

' Fig. 4 jacentes ACD11 e D11 GB 
(:fig. 4) são eguaes, cha­

mam -se rectos e a recta D" C diz-se perpendicular a AB. Os 
angulos menores que um re.cto (como, por 

C B exemplo, D' GB) denominam-se agudos; os 

X 
maioTes (como D'" CB), obtusos. As linhas 
que formam com outra angulos adjacentes 

. 

O deseguaes, e dizem-se obliquas. 
17. Os angulos que têcm o mesmo vertice 

·e são formad os pelos prolongamentos dos la­
dos, denominam-se verticalmente oppostos. 
Assim os angulos A O D e C O B ou A O G e 

.A 1> B O D (fig. 5) são verticalmente oppostos. 
Fig. 5 18. Os an~ulos cuja somma fôr egual a 

dois rectos, sao supplementares; e, se fôr egual 
a um recto, são complementares. 

19. Bissectriz de um angulo é a recta que o divide em 
duas partes eguaes. A linha CD (:fig. 3) é a bissectriz do 
angulo ACB. 

20. Todos os angulos rectos são egitaes.-Sejam os angulos 
rectos A CD, A1 01 D', D C B, D1 O B' (:fig. 6); queremos de­
monstr1u que estes anguloii são todos eguaes. Sendo D G e 
D 1 01 respectivamente perpendiculares a A!B e a A' B' sef.á 
ACD=D CB e A' 01 D 1 =D' 0' B'. Se ajustarr;nos a recta 
A B sobre A1 B 1 de maneira que o ponto C fique sobre CI, a 
~ecta Ç D cahirá sobre 0' D', porque se tomasse outra direc-
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ção OD''terinmosD'1C1B'<D''C'A1; masA'C'D1= D'G1B 1,· 

e sendo D 11 O B 1 < D' C'IB' e D 1' C' A ' > 
A' C' D', a recta CD nào era perp ':'nrlicu- u 
lar a AB e formaria com esta recta an- 1 
gulos deseguaes; isto é, A CD não era re· 
cto, o que é contra a hypothese. A.--- ·--- R 

Concluimos que CD se ajusta sobre l' 

ll' iJ" 

1/ 

(]I D', e que os quatro angulos são eguaes. 
21. A somma de todos os angulos for­

mados em-tomo de um ponto para o mesmo 
lado de uma recta ·valf dois rectos. -
Sejam os angulos A CD"', D 11 ' CD' e 
D 1 C B (fig. 4), e formando com C D '1 os 
angulos rectos A C D 11 e D '' G B; a som­
ma dos angulos dados vale dois rectos 

.1--K - Il· 

Fig.6 

porque é egual á dos angulos A CD'' e D" C B. 
22. A somma de todos os angulos formados em torno de um 

ponto por qualquer numero de i·ectas vale quatro rectos.-Sej am 
os angulos AOB, BO C, COD e 
DO A (fig. 7) . Prolongando a recta 
A O sabemos que a somma ele todos os 
angulos formados para a parte superior 
de A E vale dois rectos (2Í) ( · ), assim 
como a dos formados para a parte in­
ferior; portanto a aomma de todos os 
angulos dados vale quatro rectos. 

23. Os angulos verticalmente oppostoa 
são e,quaes.- Sejam os angulos A O De 

.8 

\~e 
A~--1! 

D 

Fig. 7. 

G O B (fig. 5); temos que A O D + B O D =dois angulos rc­
ctos (21) e C O B + B O D =dois angulos rectos; se a estas 
sommas, que são eguaes, tirarmos o angulo commum B O D, 
os restos ficarão eguaes, isto é, A O D = C O B, o que rn que­
ria demonstrar. 

24. Os angulos eguaes têem supplementos ou complemen­
tos eguaes. Reciprocamente os angulos que têem supplemcn­
tos ou complementos eguaes, são eguaes. 

Perpendiculares e obliquas 

25. De um ponto não se p6de tirar senão nma pcrpcnclicu­
lm· a uma recta.-Suppouhamos o ponto C1 na recta A' JJ1 

(*)Os numoros in rl ka1los dentro tlo parenthesis referem-se nos parag 1 a.pho ~ 
que se devem cousultnr. 
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(fig-.6); se por esse ponto pudes' e mos tirnr duas perpendiculares 
C'D1 e CID'', os dois angulos BI C' D' e B 1 C' D'' seriam re­
ctos e portanto eguaes, o que é absa: do, porque um contêm 
o outro. 

::-:e o ponto D existe fóra da recta AB (fig. 8), Dito se pódc 
abaixar senão uma perpenclicu- · 
lar sobre a rccta. Dobrando a 
parte superior do plano em-tor­
no de AB, o ponto D cahi>:á cm 
D'; os angulos A CD e A CD1 

são cgnaes e rectos; portanto 
A C é perpendicular a D D'; e 

D 

Para se demonstrar que qual-
.A--::!!""·-.... -•.••• -.•• -•. •

1
.,.c----!=--'>-=--11 esta recta,perpendicular aAB. 

quer outra recta DE não pódc 
ser perpendicular a A B, dobre­
s e o plano como acima fizemo~. 

D' 

Fig. 8 

O ponto D torna a posição D 1, 

D C ajusta-se sobre CD' e DE 
sobre E D 1• Sendo DE perpen­
dicular a AB, os angnlos 

DCA e A CD1 são rectos, e alinhaD CD' é recta; mas, sen­
do DE tambem prrpendicular a AB, temos que os angulos 
DE O e CE D são tambem rectos e a linha DE D' será 
uma recta , o que fica absurdo porque não póde haver entre os 
pontos D e D' dnas linhas que se possam distinguir. 

26. A pe11Jendicular bai'.xada de um ponto para urna recta é 
menor do que qualquer obliqua tirada do mesmo ponto para a 
mesma recta.-Seja a perpendicular DC e a obliqua DE 
fig. 8); queremos demonstrar que DC é menor que DE. Do­
bre-se aparte superior do plano em-torno de A B; e, sabendo 
(4) que a linha recta é a mais curta distancia entre dois 
pontos, temos: 

e terá 
DD'<DED' 

1 - 1 
2DD'<2DEDI 

mas metade de D D 1 é D C, e metade de DE D' é DE; logo, 
como se pretendia demonstrar: D C<DE. 

27. Se duas obliquas tiradas de um ponto exterior para uma 
reda se desâarem egualmente do pé du perpendicular baixa­
da do mesmo ponto sobre a recta, são eguaes; e é maior a que 
se dPsuia mais.-Vamos provar que sendo CE=CF(fig. 8) 
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as obliquas DE e D F são eguacs. Dobrando o plano pela 
perpendicular D C, como os angulos D G B e D C A são 
cguaes, a recta C B aj usta·se sobre C A, c portanto o ponto 
F cahirá sobre E, visto que C F =CE,· logo a recta D F 
ajusta-se exactamente sobre DE; isto é, são eguaes assim 
como os angulos C DF e CD E. Se, porêm, fôr CG > CF, a 
obliqua D G será tambem maior que D F, como vamos de'­
moustrar. Dobrando o plano por AB temos (7) que 

DGD'>DPDt 
será da mesma fórma 

mas 

e 

logo 

_.!._ D G D' > _!_ D F D' 
2 2 

1 
-DGD'-DG 
2 
1 
-DFD'=DF 
2 

DG>DF ou DE 

e o angulo CD G maior que CD F. 
28. Concluimos pelos principios que acima demonstrámos 

que do mesmo ponto não se podem tirar para uma recta tre~ 
obliquas eguaes, nem duas para o mesmo lado da perpendi: 
cular baixada d'esse ponto sobre a recta. • 

29. A perpendicular ao meio de uma recla tem cada um dos 
seus pontos egualmente afastados dos extremos d'essa recta.­
Sej~i D um ponto tomado na perpendicular D C (:fig. 8) le­
van tada ao meio de EF, será DE= DF (27,) porque são 
duas obliquas que se afastam egualmente do pé da perpen­
dicular. Qualquer outro ponto tomado fóra da perpendicular 
não-está egualmente afastado dos extremos da recta. Seja o 
ponto E (fig. 9) que não está sobre a perpendicular CD le­
vantada f\O meio de A B; unindo esse ponto com os extremos 
A e B da recta, A E intercepta a perpendicular no ponto F, 
e temos 

mas 
e como 
temos 
isto é 

AF=BF 
EB<BF+FE 

BP=AF 
EB<AF+FE 

EB<EA 

o que se queria demonstrar. 

(27) 
(4) 

30. Baixando de um ponto uma perpendicular sobre uma 
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rcc:t,., a distaucia cl'cssc ponto á re-
li ct.a mede-se pela perpe11dicular. 

1 

31. A bhscctriz de um an,quto está 
egualmenle afastada dos lados d'es· 
se Wlif1du.- 811ja o f:u;;ulo A e B 

F' (fig. 3) e e Da sua bisscctriz; bai-

/ 
xaudo do ponto g perpc11dicuhres 
sobre os dois lados e dobrando a 

/ figura por CD, o lado C A ajusta-
L_ se sobre C B, assim como as per· 
~ --~----~B pencliculares tiradas do ponto g, 

(que medem as clistancias aos lados 
do angulo), porque se não ajustas­
sem haveria d'este mesmo pouto 

.Pig. ~ 

duas perpendiculares á mesma rccta, o que é absurdo. 
32. pá-se o nome de lo,qar gcometrioo á serie de pontos 

que têcm a mesma propriedade. Assim a perpendicular ao 
meio de uma recta é o logar geomctrico de todos os poutos 
equidistantes dos extremos: a bisscctriz de um angulo é o Jo­
gar gcomctrico de todos os poutos do plano equidistantes do!' 
lados. 

Parallelas 

• 
33. llectas parallelas são as que, situadas no mesmo pla­

'±'EGi _ cl. Il ·--1! 

C-- -D 

no, conservam sempre espaços eguaes 
entre si. Assim a recta A 1J (fi. 10) é pa­
rallela a CD, porque se a prolougassemos 
não incontrnria esta recta. A recfa E F 
que corta as parallelas nos po11tos G e II, '\ 

~' 

Fig. 10 

E.Ktt>rnos 

Internos 

' chama-se transversal ou secante, e fórma 
differen tes augulos que têem as seguintes -
denominações: 

!" G BI AI ternos-externos CHF\ 
EGA! 
DHF )) 

AGE! alternos-internos GHD 
BGHI 
CHG )) 



EGA! 
C H li' 
EGB 
DHli' 
.AGH 
GHC 
BGH 
GHD 
EGB 
EHD 

BGHI DHF 
EG.A 
EHC 
.AGHI 
CHF 
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externos do tnl)smo lado da secante 

» » » 

internos do mesmo lado· da eecante 

)) » » )) )) 

correspondentes 

)) 

» 

34. Uma recta pe1riendicular a outra é incontrada po1· qual­
quer obliqua a essa mesma recla.-Este principio, couhecido 
pelo nome de postulado de Euclides, é cm que se baseia a 
theoria das paralleJas. 

35. As perpendiculares á mesma recta são parallelas entre 
si.- Sejam as perpendiculares CD e E li' (fig. 11) á recta 
AB; se, prolongando aF 1 ' e incon-
trassem em um ponto D', con- 1i 
cluiamos que do mesmo ponto D' ./\ 
se podiam abaixar duas perpendi- : ·, 
culares sobre a mesma recta, o J_Lr! ;E 
que é impossivel. Pela reciproca 
deste principio temos que, se 
uma de duas para.llelas fôr per- • 
pcndicular a uma recta, a outra 
tambem será perpendicular; o que A B . 
facilmente se póde demonstrar. D . 11 · · 

36. Por um 1JOnlo dado f6ra de Fig. 1~ 
uma recta não se p6de tirar senão uma parallela a essa rect.a.­
Seja o pouto dado E e a rt1cta A B (fig. 12, ; para tirarmos uma 
parnllola a esta linha pelo ponto E, baixamos d'este ponto uma 
perpendicular E F,° e no extremo E levantamos uma perpen­
dicular CD a E F. Pelo que já demonstrámos (35), sabemos 
que CD é parallcla a A B; e pelo ponto dado não é possivel 
tirar outra, porque qualquer recta 0' D' é obliqua a E P e 
inenntraria A B (34); o que prova que não se póde pelo pon­
to E tirar mais do que uma parall la A B. 
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3 7. Duas parallclas são cqnidis/anl e.ç e.m ludos ns seus pon­
tos.- Seja. A 11 parallc.la a C [) (fig. l~) e sobre esta recta mar­
quem-se os pontos G e L e baixem-se sobre A B as perpen­
diculares G H e L M; divida se, pelo ponto E, G L ao meio 

l'!g. 1~ 

e baixe-se a perpendicular 
E F. Dobrando a figura por 
JiJ F, as rectas E D e F B 
cahirão sobre E C e F A· o 
ponto L cahirá sobre G, e' M 
sobre H, visto ser EL=EG 
e FM= FH; logo LM 
njusta-se sobre G H, porque 
aliás sería falso um princi­

pio já demonstrado (25); conc:lui111os, pois, ser G H = L .M, 
o que se prctcurlia provar. 

38. ON angutos alternos -internos e os alternos-externos for­
mados por duas parallelas cortadas por uma secante são e.quaes. 
-'l'cmos A B parallela a O D, e E F a secante (fig. 13) que 

j'. 

. .:~,,_,:·--- ........ ' 

"· 
A U \. -B 

: o 
e ~. » · .. 

'~..... .::~;. ................. , 
F 

corta as parallelas nos 
pontos G e H; vamos pro­
var que o angnlo A G JiJ é 
cgual a D H F, e G J-I D 
egual a A G H. Divida-se 
ao meio G H pelo ponto O 
e tire-se L M parallela a 
A B. Se imaginarmos cor­
tada a figura por L JJt[ e se 
fizermos girar a parte in­
ferior do plano em-torno 
do ponto O, até que a par­
te O M se ajuste sobre 

F ig. a O L, tambcm O F se ajus-
- tará sobre O E, visto que 

os angulos LO F e E O M (verticalmente oppostos) são 
cguaes ; e, como fiz emos OH egnal a O E, segue-se que o 
ponto H cnginí sobre o ponto G, e a recta H D sobre G A por­
que são parall elas a L M. 

Vê -se, portanto, H F perfeitamente assente sobre G E, e 
HD sobre GA, isto é, o angulo AGE = DHF, GHD 
= A G H, e do mesmo modo E G B = OH F e B G H = 
CHG. 

3 9. As parallela.s corta.das por wna secante fonnam os an­
gulos correspondentes eguaes.- Sejam as parallelas A B e CD 
fl a secante E F (fig, 13); queremos demonstrar que os angu-
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lcs E G B e G l-l D ~iio eguaes. Sabemos que G H D =A G H 
(33) mas A G 11 = E GB (23) logo: 

GHD=EGC 
40. Em duas parallelas cortadas por uma secante, os angulos 

int~rnos ou externos do mesmo lado d'esla linha são snpple­
men!os.-Sabemos (fig. 13) que C H G = B G H; mas C li G 
é s11Jplemento de G II D; logo os dois ang11los internos G H D 
e BG H são supp lementos. De modo idenl ieo demonstra­
ria mos que os augulos externos do mesmo lado da secante 
são rnpplementos . 

41. Por mn ponto tirai· uma parallela a uma recta.-Seja 
o ponlo E e :t rccta A B (fig. 12 ); baixando cio ponto E a per­
pendicular EF sobre A B e pelo mesmo ponto a perpendicu­
lar CD a E 11~ temos l 35) a reeta CD parallcla a A B. Po­
demos resolver este problema empregando a regua e o esqua­
dro. Para se traçar nma parallela <t A B (fig. 14) ajusta-se 
um dos lados do esqrndro a b 
com a r.ecta dada, e ao outro 
lado a 1 do esquadro ajusta­
se uma regna; segurando esta 
e fazendo escorrngar o esq ua­
dro ao longo dn regua até que 
o lado ? a ineontre o ponto 
dado, e traçando A' B', sup­
pondo que esta recta passa 
pelo ponto dado, temos resol­
vido o problema (39) . Na mes­
ma figura 3e vê, pelo que aci­
ma disserr.os, que a reeta 
C1 D1 é para.llela a CD. 

iD B 

42. Dois angttlos que têem 
os lados paiv.llelos são eguaes PI <l 
ou suppleme11.tos.- Sejam os g. 

1 

angulos ABC _e A1 B1 Ct (fig. 15) que têem os lados A B e 
A1 B 1, B O e BI C1 rcspeetivamente parallelos, queremos de­
monstrar que estes angulos são eguaes . Unindo por meio de 
uma recta os vertices dos angulos d:Hlos , temos (21) que: 

D B A +A B C + C B E = 2 r (·) 
e D B' A' +A' B 1 CI + C' B' E = 2 r , 
logo DBA+ABC-t- CBE=DB1 A1+A'B' C'+C'B1E 

Í*) A lettra r depoiR do algarismo, designa que são ta11to11 :ingulos rcctos 
quautõs o nlgRrismo indica, 
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ma~ como -D B A = D B 1 A1 

e G BE = G1 13' E (39) 
coaclnimos que A B G =A' fl' G1 

Os angulos A B G e A' .D1 G1 (fig. lG) que têem os !roos 
A B e A' 131

, B G e B' G' respectivamente para.llelos, são mp ­
plemcntos. Unindo os veitices dos augnlos dados, temos · 

DflA = D BIAI (39) 
e e B BI = ª' fll B (38) 

Fig, 15 }'lg. 16 

sommnndo as egualdades temos: 

DBA+GBW =DW~+GWBoo~B·a 
mas DH A-j- GB B1 -t-AB G=21· (21) 
logo AI BI ª' +A B e= 2 r; isto é, são snpplementos. 

/ 
:'··,· .. Á -

n/ > ·n· 

A .. , 
~-e' ,1 \ . . . . 

l \ 
/ \ 

..A t IÍ ii 

43 Dais an­
gulas que têem ·as 
lado; perpendi­
culares são 
eguaes ou supple­
mentas.- Os an­
gdos .AB G e 
A B 1 G1 (fig. 17) 
que têem os la­
dos .AB e A' B 1, 

B C e B 1 C1 res­
p ec ti vam ente 
perpendiculares 

Fig. 17 Fig. 1s são egnaes. Tra-
çando B' D pa­

rallela a B A, e BI E parallcla a B G, será B' D perpendicu­
lar a .A1 B 1 e B 1 E perpendi~ular a B' G1 (35), logo os angu-
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los A' B 1 D c Ct B' E são rcctos e portanto eguaes. Se tirar­
mos a estes dois augulos o commnm C' R' [), ficará A1 IJ1 C1 

=DB' E; mas DflTE== ABC (42); logo AD C=A1B 1C1, 

o que se desejava demonstrar. 
Os angulos A B C e A.' fl' CI (fig. 18) que têem os lados 

A fl e A' B', E G e B' C1, respectivamente perpendiculares, 
são snpplernentos. 'l'mç:lJldo B 1 D parallela a A B, e H1 E 
parallelu a B C, senl. o angu lo A B C = D B' E ( 42); e, como 
são rectos os angulos À 1 lJ D e C1 B 1 E (35 ), 0oncluimos 
(22) que os angulos A1 B 1 Ct e D B' E ou A B C são sup­
plementos. 

· CIRCUJYIFERENCIA 

Definições 

44. Circumferencia.- E' a linha curva, cujos pontos, si­
tuados no mesmo plano (fig. 19) estão egualmente afastados 
de um ponto interior e chamado centro. 

Esta curva descreve-se com um instrumento denominado 
compasso. O compasso é um instrumento de mctnl que consta 
de duas hastes ou pemas ligadas de modo que se podem ap­
proxirnar ou afastar girando em-torno de uma charneira. Em 
alguns compassos as hastes termin~.m por agulhas, que se se­
guram por meio de parafusos. Ha duas peças, o poi·ta-lapís 
e o tira-linhas, que se podem adaptar a uma das hastes, se­
gundo queremos traçar a curva com lapisou com tinta.. Quan­
do se quizerem traçar circumferencias muito grandes, accres­
centa-se uma das hastes, juntando depois á peça addicional 
o po'l'ta-lapis ou o tira-linhas; se, porêm, as circumferencias 
são muito pequenas, emprega-se o compasso denominado de 
circulos minimos. Este instrumento denomina-se compasso sim­
ples quaudo se lhe não póde adaptar o porta-lapís ou tira­
linlias; e no caso contrario, compasso composto. 

Circulo é a superficie limitada pela circumferencia. O pon­
to e (fig. 19) diz .se centro do circulo. 

Arco de circulo é uma porção qualquer da circumferencia. 
Um arco de circulo designa-se pelo signal ,,...-..._; assim temos 

....-._ ,-.... 
(fig. 19) os arcos A B, P B, etc. 

Raio é qualquer recta que tem um dos extremos UI) centro 
do circulo e o outro extremo em um ponto da circumferencia. 
Na fig. 19 as recta~ C A, C B e CD, são raios do circulo. 

Diametro é a i·ecta que tem os extremos na circumferencia 
e pas.;a pelo centro. Dois raios em linha recta determinam 
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um diametro que divide a circumforencia e o circulo em duas 
partes eguaes, a cada uma das quaes se dá.º uome de serr_ti­
cfrcumferencia e semi-circiilo. A recta BD (fig. 19) 6 um drn­
mctro. 

Corda é a recta que uue as extremidades de um arco. Are­
cta E F (fig. 19) é uma corda. 

Tangente é a recta que toca a circumferencia em um pon­
to. A recta S T é uma tangente (fig. 19), e D (unico pon to 
commum á recta e á circumfcrencia) denomina-se ponto de 
contacto ou de tangencia. 

Secante é a recta indefinida qnc corta a circumferencia 
em dois pontos. A recta H I (fig. 19) é um3: secante. . 

Sector circular é a porção do plano do circulo (fig. 20) li­
mitada pelos raios C A e C B e pelo arco de circulo A B. 

Fig. 10 Fig. 20 

Segmento circular é a porção do plano do circulo limitada 
prla corda DE (fig. 20) e pelo arco do circulo D F E. 

Zona é a porção do plano do circulo limitada por duas cor­
das parallelas G H e I J (fig. 20) e pelos arcos G I e H J. 

Todos os raios do mesmo circulo são eguaes; portanto to­
dos os diametros do mesmo circulo tambem são eguaes, visto 
que cada.. um d'elles é egual ao dobro do raio. Uma circnmfe­
rencia ou um circulo póde designar-se pelo seu raio. 

Gircumferencias concentricas são as que têem o mesmo 
centro. 

Gorôa circular é a porção do plano comprehendida entre 
duas circumferencias concentdcas. 

Gircumferencias excentricas são as que não têem o mesmo 
cenlro. As circumferencias excen tricas são excentricas exte­
riores (fig. 21), ou excentricas úy.teriores (fig. 22). Nas excen­
tric~ exteriores a distancia dos centros é maior que a som-
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ma dos raios; nas ex-

0 
centricas interiores éme-

. nor que a sua differença. ' o· -~ o Circumferencias se-

º' . , . • , . . cantes são as que se cor-
. tam ou que têem só dois 

pontos communs. A dis­
tancia dos centros de 

Fig, 21 Fig. 22 duas circumferencias 
secantes é menor que a 

somma dos raios e maior que a sua cliífcrcnça. 
Circumferencias tangentes são as que têem um só ponto 

commum, que se denomina ponto de contacto. Quando uma 
das circumferencias tangentes está dentro da outra, denomi­
nam-se tangentes interiores; e quando está fóra, tangentes ex­
teriores. Nas circumferencias tangentes interiores, a distan­
cia dos centros é egual á differença dos raios; e nas tangen­
tes exteriores, é egual á sua somma. 

45. Como dissemos, o instrumento empregado para traçar 
uma circumferencia é o compasso; fixa-se a extremidade ele 
uma das hastes sobre o plauo; e movendo o compasso dé mo­
do que a outra extremidade, armada com o porta-lapis ou ti­
ra-linhas, esteja assente sobre o plano, temos assim traçada 
a curva. Se prendermos um cordel a uma haste fixa em um ' 
ponto, e ligando á outra extremidade um bc;ccado de madeira 
(aguçada em um dos extremos) fizermos ghar esta em-torno 
da extremidade fixa, descreveremos uma circumferencia. 

46. Às circumferencias P. os circ'lflos que têem raios eguaes, 
são eguaes.-Dadas duas circumferencias de raios eguaes, 
ajustando os centros e os planos, as curvas confundem-se. 

47. o diametro divide a circumferencia e o circulo em duas 
partes eguaes,- Se dobrarmos o plano do circulo pelo diame­
tro BD (fig. 19 J, de modo que B À D assente sobre BE D, 
todos os pontos do primeiro arco Cábirão sobre os do outro ar­
co; porque, se não se .. justassem, não seriam todos os pontos 
equidistantes do centro. 

48. O diametl'O é a maior de todas aB cordas.- Na circum· 
ferencia de raio O A (fig. 23) tire-se o diametro À B e a cor­
da A C; queremos demonstrar que A B é maior que A C. 
Unindo o centro O com o ponto C (extremo da corda), temos 
que (4): 

AC<AO+oc 

mas sabemos que todos os rai'os do mesmo circulo são eguaes, 
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portanto 
logo 
ou 
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OG=Oll 
AC<AO+OB 

AG<AB 
o que se pretendia demonstrar. 

Fig. 23 

49': A prrpe11clic1tlar baixaria do 
centro sobre uma corda, passa pelo 
meio da corda e pclu mciu dn arco . 
-8eJa a corclaLM (fig. :!3) e a 
perpendicnl>tr O E; queremos de­
monstrar que esta perpendicular di­
vide ao rneio a corda L M e o arco 
LDJJ1. Dobrando a iigurapor OD, 
as duas semi-circumferencias ~.ins­
tam-se, E1l1 cahiní sobre E L; logo 
o ponto M cae solíre L, d'onde se 
conclue que o ponto E constitue o 
meio da cordR, e o ponto D o meio 
rlo arco. 

50. Tres '[JOnlos não em linha rccta, determinam uma circum-
ferencia.- 8endo dados os tres pontos A, B e G (fig. 24) que 

determinam a linha quebrada 
A B G, levantando ao meio àe A B 
a perpendicular DE, ternos (29) 
que todos os pontos d'esta linha 
estão egualmente afastados ele A e 
B, assim como todos os pontos da 
perpendicular E" G levantada ao 
meio ele B C, estão egualmente 
afastados ele B e C; logo o ponto 
0 , .oncle se interceptam as perpen­
dicul ares, está equidistante ele A, 
B e G, isto é, será o centro do cir­
culo cuja circumfcrencia passa pe-

G: 

.A ' .. 

Fig. 2·1 los pontos dados. , 
51. :No mesm? circulo on em circulas eguaes, a a1·cos equaes 

co1·re.spondcin corrias eguaes, e ao arco maior co1·responde c01·­
da maio1".-Q11eremos demonstrar qne, sendo o arco A C egnal 
ao m·co L 1\1 (fig. 23!, a corda A G é egual {1corda L 1l:CDi­
vidindo o nrco A L ao meio pelo ponto G, e tirando o diarne­
tro G H, dobra-se a figura por esta linha; as semi-circumfe­
rencias ajustam-se, o ponto L cahid1 sobre o ponto A, visto 

,--.., ,,,.-.... 
termos feito A G = G L, e como A O = L M segue-se que o 
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ponto Jl{ cabir:l. sobre o ponto C, cl'onde concluimos-qne as 
cordas A C e L Jll[ são egaaes, o que se pretendia provar. 

~ ,,-.... 
8e fôr, porêm, A B >A C (fig. 25) var:ios cleri1onstrar que 

a corda A B é maior que a corda A C. Ballmuclo do pouto O, 
centro do circnlo, a perpendicular O D sobre a corda C B, 
sabemos que (4): 

AC<AE+EC 
mas corno EC=EB(29) 
temos A C<AE+EB 
oo AC<AB 
e que se pretendia demonstrar. 

O prinl"ipio que acabámos 
de demonstrar, e em que consi­
derámos as cordas uo mesmo 
circulo, analogamente o de­
monstrariamos se fossem da­
dos em circulos differentes, 
com o mesmo raio. T 

52. No mesmo circulo ou 
em circulos eguaes, cordas 
eguaes são equidistantes do ce;n­
tro, e a corda maior dista me­
nos.- Sejam AC e LMas 
cordas eguaes (fig. 23); va­
mos demonstrar que O E . e 
O E' perpendiculares tiradas 

D 

Fig. 25 

do centro sobre as cordas, são eguaes. Dividindo o arco A L 
ao meio pelo ponto G, e ti 1 ando o diametro G H, dobre-se a 
figurn por esta linha; as >erni-circumferencias ajustam-se, a 
corcllJ. L M assenta sobre A C e port:mto o ponto E, que di­
vide ao meio L M, cabirá sobre EI qne divide ao meio A C; 
d'oncle concluimos ser OE egual a OE'. Se fôr, porêrn, acor­
da A' fll > A1 C' (fig. 25), será O E 1 <O Ell. Visto ser O E' 
Jlerpendicular a A' BI, será O EI < O Elll (26); mas O Elll 
<O E 11

; logo com maior razão será ô E'< O Ell, o que se de-
sejava demonstrar. · 

53. A tan,qente á circmnferencia é perpendicular ao raio ti­
rado para o ponto de contacto.-Seja a tangente á cil'Cumfe­
rencia T TI (fig. 25); a recta O C será o raio. Se do ponto O 
se tirarem outras rectas O C', O Gii etc., serão todas maiores 
que O C, pelo que concluímos (26) que esta recta é a menor 
que se póde tirar do ponto O, e portanto é perpendicular á 
tangente. 
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54. Duas cordas paraUelas interceptam na circumferencia 
arcos eguaes.- Vamos demonstrar que, sendo a corda A B pa­
rallcla a CD (fig. 26), o arco A C é cgual a BD. O diametro 
E F perpendiculara A B sel-o-ha tambcm a CD; dobrando por 
E F a figura, as semi-circumferencias ajustam-se; o ponto A 
cae sobre o ponto B, e C sobre o ponto D, pelo que conclui-
~~ 

remos ser A C =BD, o que se pretendia demonstrar. 
55 . Traçar uma pa.rallela a uma recta da.da.- Seja AB 

a recta dada (fig. 26); faz-se centro em um ponto qualquer O 
descreve-se uma circumferencia de modo que córte a recta 

~ ~ 
dada nos pontos A e B; fazendo A C =BD, a recta CD é 
par~ llcla a A B (54). 

5 6. Duas circnmferencia.s qnc têem um ponto cnmmum f óra 
da linha que itne os centros, cortam-se 1·eciprncamenle em ontro 
ponto.- Sejam as circumfercncias de raios O A e 0 1 A que 
se interneptam em um ponto A (fig. 27); tire-se d'este ponto 

Fig. 26 Fig. 27 

uma pérpE!ndicular sobre O 0 1 e faça·se C B egual a A C. 
Temos pois que o ponto B pertence á circumferencia de raio 
O A, visto set O A egnal a O B, assim como pertence á cir­
cumferencia de raio 01 A, visto ser 0' A egual a 0' B; por­
tanto o ponto B é commum ás duas circumferencias, o que 
se pretendia demonstrar. 

Sendo O A = O B e 01 A = 01 B, temos que a recta O 0 1 

tem dois pontos equidistantes dos extremos de A B, e portan­
to é perpendicular ao meio d'esta recta; d'onde concluímos 
que nas circumferencias secantes a linha que une os eentros 
é perpendicular ao meio da corda commum. 
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57. Levantar uma perpendiculai· ao meio de uma recta.­
Seja a recta A B (figura 28); fazendo centro em A descreve· 
se um arco de circulo com mn raio maior 
que metade de A B, e com o centro em 
B e com o mesmo raio descreve-se ou-
tro arco de circulo que intercepta o pri­
meiro DOS pontos e e B; a recta e D é 
perpendicular ao meio de A B (29). 

58. Dada uma circumferencia ou um .A. 
arco de circulo, achar o centro.- Seja 
dada a circumferencia (fig. 24) e to­
mem-se n'ella os tres pontos A, B e C; 
tirem-se as cordas A B e B O, e ao meio 
d'ellas levantem-se as perpendiculares Fig. 28 
DE e FG; o ponto O (onde se inter-
ceptam as perpendiculares) é o centro do circulo (50). 

59. Dividi1· um angulo, ou arco, em duas partes eguaes.­
Seja o angulo A C B (fig. 3); fazendo centro em C e com quál­
quer raio C a descreva-se o arco a b; tire-se a corda a b e ao 
meio d'esta linha levante-se a perpendicular CD. Pelo que 
já demonstrámos ( 49), temos que a recta CD é a bissectriz do 
angulo dado e do arco a b; isto é, divide-o em duas pa1'tes 
eguaes. 

Medição dos arcos e dos angulos. 
Divisão da circumferen.cia 

60. Póde avaliar-se a grandeza de um arco por duas ma­
neiras : pelo seu cómprimento em metros, centimetros e mil­
limetros, ou pela sua relação com a circumferencia. Para fa­
cilitar esta comparação, suppõe-se a circumferencia dividida 
em 360 parte eguaes, chamadas graus. Cada grau subdivide­
se em 6' J minutos e cada minuto em 60 segimdos ,· assim uma 
circumferencia tem 360 graus, 21:600 minutos e 1.296:000 
segundos. Esta divisão denomina-se sexagimal. Um arco de 
14 graus, 7 minutos e 20 segundos, escreve-se da seguinte 
fórma: 14º 71 2011 (os signaes o / 11 designam graus, minutos 

30 
e segundos). Se tivermos um arco de 30º, elle vale - da cir-

360 
cumferencia; do mesmo modo um arco ·de 300 10' 2011 ou 

108:620 
108:62011 será da circumferencia. 

1.296:000 . 
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Ha outra divisão da circumferencia denominada centesimal, 
na _qual a crteumferencia se divide em 400 partes eguaes, 
que se denominam gradas ou graus centesimaes (que se 
designam por g1); cada grado subdivide-se em 100 minutos 
centesimaes e cada minuto em 100 segundos centesimaes. Esta 
divisão não tem sido adoptada. 

61. Para medir um angulo faz-se centro no seu vertice e 
descreve-se um arco de circulo que tenha os seus extremos 
nos_ lados do angulo. Assim, a um angulo corresponde um ar­
co de cii·culo, cujo numero de graus e minutos (d'esse arco) 
determina o maior ou menor afastamento des seus lados. Os 
angulos que têern o vertice no centro, denominam-se angulos 
ao centro; e no caso contrario, angulos excent ricos. 

Angulos inscriptos são os que têem o vertice na circumfe­
rencia, e cujos lados são duas cordas. 

62. No mesmo circulo oit em círculos eguaes, angulos ao cen­
t1 o eguaes interceptam arcos eguaes.-Sejam os angulos eguaes 

,-..... ,,-..... 
A OB e COD (fig. 29); queremos demonstrar que A E= CD. 
Dividindo ao meio o .\l.rco B C pelo ponto E, tire-se o diame­

tro E F; e dobrando por elle a 
.figura, o ponto B ca birá sobre o pon­
to C, visto ser E B =E C, e por­
tanto O B ajusta-se com O C, e 
O A tomará a direcção de O D; lo-
~ ~ 

go A B assenta sobre CD; isto é, 
são eguaes. 

63. Os ai!,qulos ao centro deter­
minados no mesmo circulo ou em 
círculos eguaes, estão entre si como 

li os arcos.-Descrevendo dos verti­
ces B e b, dos angulos A B C e 

Pig. 29 a b c (fig. 30), arcos de circulo com 
os raios B D e b d eguaes, quere­

,,.-._ 
ABC DE 

m0s demonstrar que --- .., -- . 
a b e 'd";-

Supponhamos que o angulo tomado por unidade se contêm 
duas vezes em a b e e cinco vezes em .A B C; temos portanto 

.ABC 5 
que entre os dois angulos a razão será: ---= -. 

a b e .2 
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Mas, pelo que jf~ demonstrámos (62), concluimos qual ara­
~ 
1J E 5 , . 

zão entre os arcos -- = - ; e daqui temos o que se pre-
~ . 
de 2 

~ 
ABC DE 

tendia demonstrar: ~ = ~. 

Pelos principias que acima demonstrámos, comprovando o 
que mais acima dissemos, concluí­
mos qnc, sendo o arco uma grandeza 
de natureza differente do angulo, po­
demos procurar a medida do arco 
cm vez.da medida do angulo, tomando 
por unidade de medida, para este, a 
que se considere corno unidade prin­
cipal dos arcos. 

64. Para se conhecer a grandeza 
de um angulo emprega-se um ins­
trumento denominado tran~feridor 
(fig. 31), que é um circulo ou semi­
circulo graduado. Este instrumento 
o mais usual, semi -circttlar, divide­

Fig. 80 

se em 180º, sendo duplicada a graduação, como se vê na figu­
ra. Para se conhecer o valor do angnlo A C B (fig. 3), ccllo­
ca-se o centro do semi-circulo graduado ou ponto-de-fé no ver­
tice e do angulo dado,_ e ajusta-se o raio que passa pelas di­
visões 0º-181.)0 ou 180º-0º com um dos lados do angulo; o 
outro lado marca o numero de graus, isto é, a grandeza do 
·angnlo. O angulo que tem por medida um arco de 90º, de­
nomina-se angulo recto; se tem mais de 90º, angulo obtuso; 
se tem menos, angulo agu­
do. 

65. Construir um angulo 
egual a um angulo dado.- Pa­
ra construir um angulo egual 
a A C B (fig. 3), sobre uma 
recta, faz -se centro em um 
ponto qualquer d'ella, c com 
um i·aio arbitraria descreve­
se um arco de circulo; fazen-
do centro em G vertice do an-

Fi/l'. 81 
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gulo dado e com o mesmo raio, descreve-se outro arco de cir­
culo que intercepta os lados do angulo nos pontos a e b. To­
mando a grandeza da corda a b, transportando-a para o pri­
meiro arco, de modo que um dos extremos esteja no ponto em 
que o arco intercepta a recta, e unindo o outro extremo com 
o centro do arco, temos construido o angulo egual, visto te­
rem por medida arcos eguaes. 

66. Por um ponto dado tirar uma parallela a uma recta . ...!.. 
Seja a recta A B e o ponto E (fig. 12); baixando d'este ponto 
a perpendicular E F sobre a recta dada, e tirando pelo ponto 
E a perpendicular CD a E F, a recta CD é parallela a 
AB (35). 

Póde resolver-se este problema por outro processo: seja 
A B a recta e H o ponto (fig. 13); tirando por H a recta E F, 
faz-se n'este ponto um angnlo G HD cgual a E G B, e temos 
que CD (39) será parallela a A B. 

67: O angulo inscripto tem po1· medida·a metade do arco 'com­
prehendido pelos seus lados. - Seja o angulo C A B (fig. 23) 
formado por uma corda e um diametro; queremos demonstrar 

_,,.-.._ 
que este angulo tem por medida a metade de B C. Tire-se o 

,-..._ . _,,.-.._ 
diametro G H parallelo a A C; temos o arco A G egual a C H 
(5~); e como os angulos A O G e B OH são eguaes por se-

. 1 _,,.-.._ _,,.-.._ 
rem vertica mente oppostos, temos A G = B H, e portanto 
_,,.-.._ _,,.-.._ ~ 
C H = B H. Mas como sao eguaes os angulos C A B e H O B 
(39), terão a mesma medida; e como o angulo HO B tem por 

· _,,.-.._ 1 _,-.._e b · medida H B ou 2 B . , será esta tam em a medida do angu-

lo C AB, o que se queria demonstrar. 
Se tivermos o angulo G EH formado pelas cordas E G e 

EH (fig. 26), tire-se o diametro E F ficando por elle dividi­
do o angulo dado em G E F e F EH. Sabemos pelo que aca-

. . 1 ,-..._ 
bámos de demonstar que a medida do angulo G E F e- G F, 

2 
1 ,.-._ 

e que a medida do angulo F EH é 2 F H; logo a medida do 
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1 ,,-...._ 1 ,,,-..... 
angulo G EH será 2 G F+ 2 F H; isto é, metade de G H. 

Se fôr o angulo L M N formado pelas cordas L Me Jl,1 N, 
na posição representada na fig. 29, temos que a medida d'ea-

te angulo será tambem _!._ ~. Tirando o diametro MA, a 
2 

medida do angulo L MA é _!._ '.LA; e a do angulo N MA é 
2 

1 ,,---.... 
2 NA,- mas como o angulo dadoLMN=LMA-NMA, 

. 1 ,,---.... 1 ,..----.,. . 
a sua medida será - L A - - NA, isto é, metade de 

2 2 
,,----..._ 
LN, o que se queria demonstrar. 

Concluimos que todos os angulos que, tendo os vertices na 
circumferencia, interceptam com seus lados o mesmo arco ou 
arcos eguaes, são eguaes. 

68. O angulo que te:ndo o vertice na circumfere:ncia toca ·com 
seus lados os extremos do diametro, é recto.-Como já demons· 
trámos, este angulo terá por medida metade do arco interce­
pto pelos seus lados; logo a sua medida será metade de 1800, 
isto é, 90º; portanto o angulo é recto. 

69. O angulo que tem o vertice na circumferencia, e é forma­
do por uma corda e por wma tangente, te:m por medida metade 
do arco comprehe:ndiclo entre os seus lados.-Seja o angulo 
L 7,, H (fig 26), formado pela tangente L E e pela corda EH; 
vamos demonstrar que este angulo tem por medida metade 

,,---.... 
de EAH. Tirando o diametro EF sabemos, que o angulo 

1 ,,---.... 
L E Fé recto (53), e tem por medida 2 EAF, e o angulo 

. 1 ,..----.,. 
FEHtem por medida - FH (67); mas º' angulo. dado 

2 

LEH=LEF+FEH,- logo a sua medida será 
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1~ 1~ ~ 2 EA P + 2 F H, isto é, metade de E AH, o que se pre· 

tendia demonstrar. 
70. O ang11lo que tem o vertice denll'o do circulo, tempo,· 

medida metade da somma dos a1'Cos comprehendidos entre seus 
lados e os seus prolongamentos.- Queremos demonstrar que o 

1 ,.-.__ 1 ,.-.__ 
angulo A B G (fig. 32) tem por medida - A G + - DE 

2 2 

À?+ 'DE 
ou 

2 
. Tire-se D G, e pelo vertice do angulo a 

parallela a esta 

:n' 

F'ig. 32 

recta_B F: temos que os angulos F B G e 
E e D são egnaes (38) assim CO· 

mo · os angulos .A B F e AD G 
(39); logo 

ABF+FBG=ADG+DGE 
ou ABG=ADG+EGD 

Mas temos que a medida do an­
l ,.-.__ 

guio AD C =-A C, eadoangulo 
2 . 

1 ,.-.__ 
E CD= - DE; portanto, será a 

2 
medida do angnlo 

1 ,,.-..__ 1 ,,--.... 
..4. B e= - A e +- DE ou 

2 2 
,.-.__ ,-.._· 
AG+DE 
---- , o que se desejava provar. 

2 
71. O an,gulo que teni o verlice fóm do circulo tem po1· me­

dida metade do arco concavo menos metade do arco convexo 
comprehendidos entre os seus lados.- Seja o itngulo A 1 B 1 O 
(fig. 32J ; vamos demoJ1Strar que a medida d'este angulo é 

,.-.__ ,-.._ 
1 ,.-... 1 ~ A' C'-D' El 
- A' G' - - DI El ou -----. Tire-se a recta D 1 C 
2 2 2 
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e per D' uma parallela a esta recta D' F'. Sitbemos que o 
angW.o A' B' C' =A' D' F1 (3\3), e D' C' B 1 = FI D1 C1 (38); 
sormnundo ordenadamente estas egualdades 'ternos 

.tF B1 C' + D1 CI B' = ,11 D' C'' 
Subtrahindo D 1 C1 B 1 a ambos os termos vem 

A' B' ª' = A' D' C' - DI ()! BI; 
1 ,,.-...._ 

mas a medida do angulo A' D1 C1 = 
2 

A' C1 e a do angulo 

D' C' B' = _!__ GJ21; será portanto a medida do angulo 
2 

,,.-..... ,,.-..... 
1 ,,.-..... 1 ,,.-..... A1 C1-D' E' 

A' B' C' =-A' C' - - D' E' ou-----
2 2 ~ 

o que se 

pretendia demonstrar. 
72. Levanta,. uma perpendicula1' no extremo de uma 1·ecta. 

-Seja a recta A B (fif'. 33;; fazendo centro cm um ponto qual­
quer O e com o raio O B, descreve-
se uma circumferencia que .corta lt 

l'ecta em um ponto C; tirando o dia­
metro CD, a recta DB, é perpen­
dicular á recta dada, porque o an­
gnlo C BD (68) é recto. 

Sabendo que a tangente é per­
pendicular ao· raio no ponto de con­
tacto, facil é tirar urna tangente a A. 
uma . circumferencia. 

Polygonos 
Fig. S3 

73. Polygono.-E' a figura plana tel'minada por linhas-re­
ctas, unidas duas a duas pelos seus extremos, de modo que fe. 
chern espaço. As linhas que terminam o polygono, chamam-se 
lados; e os pontos communs aos lados consecutivos, denomi­
nam-se vertices. Um polygono designa-se por lcttras que se 
collocam nos vertices. 

Os polygonos têern diíferentes nomes, segundo o numero dos 
seus lados. 
Polygono de 3 lados - Triangulo ou trilatero 

" de 4 - Qaadrilatero 
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Polygono de 5 lados - Pentagono 
" de 6 - ilexagono 

de 7 " - 1-Ieptagono 
de 8 - Octog0no 
de 9 - Enneagono 
de 10 - Decagono 
de 11 " - Endecagono 
de 12 - .Dodecagono 
de 15 » - Quindecagono ou pcntadecagono. 
de 20 - Icosagono. 

Um polygono diz-se regular quando tem eguaes todos os 
seus lados e angulos. 

Nos polygonos regulares o ponto egualmente afastado dos 
vcrtices denomina-se centro do polygono; a recta tirada do 
centro para qualquer vertice do polygono, denomina-se raio 
do polygono; a perpendicular baixada do centro sobre qual­
quer dos lados, diz-se apothema. 

Os angulos de um polygono são salie:ntes quando os prolon­
gamentos dos lados estão fóra do polygono ; assim os angu­
los A, !J, C, D, E, F, (fig. 34) são salientes. Os angulos de 

Fig. 34, 

um polygono dizem-se re-intrantes, quando 
os prolongamentos dos lados estão dentro 
do polygono; assim o angulo G (fig. 34) é 
um angulo re-intrante. Qualquer recta que 
une dois ver tices, diz-se diagonal; C A é 
uma diagonal. 

Os angulos, como, por exemplo, H D E 
(fig. 34), formados por um lado e pelo 

.prolongamento de outro contiguo, deno­
minam-se angulos externos. Os polygonos 
que têem numero egual de angul0s re·in­
trantes e salientes dispostos alternada · 

mente, denominam-se estrellaclos. . 
Um polygono está inscripto n'um circulo quando tem todos 

os seus vertices na circumferencia; o circulo diz-se então 
cfrcumscripto ao polygono. Um polygono está circumscripto 
a um circulo quando todos os seus lados são tangentes á cir · 
cumferencia; o circulo diz-se então inscripto no polygono. 
Dà-se o nome de perímetro á somma dos comprimentos de 
todos os lados do polygono; as figuras que têem egual perí­
metro, dizem-se isoperimetras. 

O menor numero de rectas que podem fechar um espaço ou 
li mitar uma porçiio de superficie plana, sito tres; temos, portanto. 
que o polygono com menor numero de lados é o triangulo. 
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'74. Triangulos.- Denominam-se os triangulos (fig. 35), 
cmquanto aos lados, equitatero (A), isoscelcs (B), ou scaleno 
( C), se tem todos os lados eguaes, só dois eguaes ou todos cles­
cguaes. Emquanto á natureza dos angulos, são rectan,qulos (D), 
obtusangulos (EJ, ou acutangulos (F), se tem um angulo recto, 
um angulo obtuso, ou se todos os tres angulos são agudos. Cha­
ma-se altura de um triangulo, a perpendicular baixada de um 
dos vcrtices sobre um dos lados a qne se dá o nome de base. 
No trir-ngulo Tectangulo, os lados que foTmam o angulo rect.o 
clcnominnm-sc cathetos, e o lado opposto hypolhenusa. 

75. Em um triangnlo, qualquer lado é men01: do que a som­
ma dos ontros dois e maior do qne a sua diff'erença.-Ruppon­
clo que no triangulo ABC (fig. 36) o lado A B é maior que 
A C e este maior que B G, temos ( 4) 
AB<Ac+nc( /AB>AC-nc 
AC<AB+BC d'ondctiramos: AC>AB-BC 
BC<All~AC . BG>AB-AC 

&8~ 
~~fu 

Pig. 3:i Pig. 36 

Comparantlo as desegualdadcs, conclui mos: 
AB <AC+BC 

>AC-BC 
Ac<AB+Bc 

>AE-EC 
nc<AE+AC 

>AE-AC 
o que se desejava ,provar. 

76. A somma dos tres angulos de um triangulo é egual a 
dois 1·ectos.-Temos o triangulo AE C (fig. 36); para demons­
trar que a somma dos tres angnlos d'este triangulo é egual a 
dois rectos, tire-se DE parallela a A C. Sabemos que o an· 
guio E A C =DE A e E C A = C BE (38). 
mas como DE A +AE e+ CE E= 21· (21) 
logo E A C +E C A +A B C = 2 r 
o que se pretendia demonstrar. 
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77 . Conhecemos, portanto, a grandeza de um dos angulos 
do triangulo equilatero, que tem 60º, visto serem todos eguae8; 
assim podemos tambem conhecer o valor de um angulo em 
um t.riangu lo quando forem conhecidos os outros dois. Se dois 
angulos de -um triangulo forem respectivamente eguaes a 112° 
e 3201 o terceiro angulo terá 360, visto a somma dos tres au­
gulos ser egual a 180°. Se 5-lº fôr o valor de um dos augulos 
agudos de um triangulo rectangu lo, o outro angulo terá 3tiº. 
Pelo que acima ilissemos, concluimos que um triangnlo nã.o 
póde ter mais do que um angulo recto, nem mais do que um 
angulo obtwio, uem um rect.o e um obtuso. 

78. Em um triangulo, a lados eguaes 
oppõem-se angulos eguars, e ao lado maior 
angulo maio1·.-Seja o trianguloABCno 
qual o lado A B = B C (fig. 37); vamos 
provar que o angulo A 6 cgual ao angnlo 
C. Tirando lJ D perpendicular a A C, o 
angulo ABD=DB C, e o angulo BDA 
=BD C; logo seriio tambem eguaes os 
angulos B A C e B C A, o que se preten­
dia demonstrar. Sr, po1 êm, o lado AB fôr 
maior que B C (fig. 31i), será o angulo C 

Fig. 37 maior que o angu lo A. Tirando a perpen-
dicular B F, e visto ser BA>B C, será 

tambem o angulo A 8 F> C B F. Mas nos triangulos rectan­
g ulos A F B e B FC, os angulos AB F e li'AB suo comple­
mentares, assim como Of}.angulos C B F e F G B; ora, como 
sabemos, A B F> C B F; logo teremos os seus complementos 
F A B <FC B, o que se pretendia demonstrar. 

'79. Dois triangulos são eguaes quando um lado de um é 
egual a um lado do outro, e dois augulos do.primeiro respccti­
vamente eguaes a dois angulos do segundo.- Visto os triangu­
los terem dois angulos de um eguaes a dois angulos do outro, 
os terceiros angulos serão tambem eguaes. Ajustando os la~ 
dos eguaes dos dois triangulos e os planos d'estee, visto se­
rem eguaes os angulos, os outros lados ajustam-se tambem, 
o que demonstra serem eguacs. 

80. Dois trian.qulos são eguaes, qnanrlo dois lados de um são 
respectivamente eguaes a dois lados do outro, e eguaes IJS ,mgu­
los por elles formaclos.-Demonstra-se este caso do mesmo 
modo que o antecl)deute, isto é, por eobreposição. 

81. Dois trianyi.tlos são eguaes, quando dois lados de um são 
rcspectÍ'l:amente eguaes a dois lados do outro, e egual o angulo 
opposto ao maior d'elles.-Demonstra-se este principio por so-



GEQ)IEl'R!A PLAN.\ 33 

breposir;ão, com o auxilio do que dissemos no nnmero 28. 
82. Dois trianguJ.os são éguaes quando os tres lados de mn 

são rrspcclivame2ite eguaes aos tres lados do outro.-Sejam 
os triangulos A B e e A1 BI CI (fig 38), nos qnaesAB=A' B', 
B C = B' 0' e A C = A1 CI. Para se demonstrar a egualdacle 
dos triangnlos d11dos, não se póde n'este c11so empregar o 
methodo de sobreposição, por não ser conhecida a egualdade 
dos angulos . Ajustando o lado A' C' so 
bre A C e assentando o plano do trian­
gulo A' BI C1 no plano do triangnlo 
A B e de maneira que o vcrtice BI fi­
que para a parte inferior de A C, ti­
re-se a recta B B11; e, visto ser AB = 
AB" e B C =B" C, a recta A C será 
perpendicular ao meio de H B", e serão 
cguaes os angnlos B C A e B" C A ou 
B ()A= BI e A1, d'onrle se conclue a. 
egualditde dos triangulos. 

83 . Quadrilateros.-0 polygono de 
quatro lados ou a figura plana limita­
da por quatro linhas rect,,s, denomi­
na-se quadrilatP.ro. A figura 39 repre­
senta differentes quadrilatcros que re­
cebem os s,cguintes nomes: 

Qnadrilatero A Parallelogrammo 
,, B " 
,, C Trapezio 
" D 
" E 
" F Quadrado 

Fig. 38 

rcctRngulo 
obliqnangulo 
rectnngulo 
isosceles 
sealeno 

,, G Rhombo ou losango 
Parallelog1·amrno é o qnadrilatero que tem os lados paral­

lelos. Quando o parnllelogrammo tem os an7ulos rectos, cha­
ma-se rectangulo; no caso contrario, nbliq11augulo; e se tem 09 
lados cguacs, rhombo ou losango. Trapezio 6 o q1rndrilfltero 
que tem só dois lados parallelos; estes l:i.dos i::hH.mam-se bci­
scs. 7'rapezio rectan_qulo é o tl'Hpezio em que um dos ludos não 
parnllelos é perpendicular as bases. Trapczio isosccles 6 o que 
tem os lados obliquos egnaes . Trapezi:o s.culeiio é o que tem 
09 lados obliquos desegunes. Quadrado é o rcctangulo que 
tem os lados eguaes. As linhas AB e CD (fig 39), são dia­
gonaes do quadrado; E F e HI diRgonacs do rhombo ou lo­
sango. Estas linhas são bi-sectrizes dos angulos A, B, O e D 
do quadrado c dos angulos E, F, H, Ido rhombo; as diago-
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naes do quadrado têem a 11articulu1idade ide ser eguac~ e 
perpendiculares entre si. A perpendicular tirada de qualquer 
ponto de um dos lados de um parallelogrammo, ou de um dos 
lados parallelos de um trapezio, sobre o lado opposto ou so­
bre o seu prolongamento, denornina-oe altiira do parallelo­
gramrno ou do trapezio. Os quadrilateros indicam-se pelas 
lestras dos vertices ou sómente pelas dos vertices de dois 
angulos oppostos. 

84. Em todo o parallelogrammo os lados e os angulos op­
postos são eguaes, e os angulos contignos são snpplementos.­
Sej a o parallelogrammo A B CD ou A C (fig. 40); deseja-se 
demonstrar que A B = CD e AD= B C, que o :rngulo 
ABC= A 1J C, e que os angulos A B C e B CD são sup-

Fig. 39 
Fig. 40 

· plemento~. Tire-se a diagoual BD; temos agsim o parallelo­
gramrno dividido em dois triangulos que são eguaes (79), 
porquetêem um lado coºmmum BD, e o anguloDB A=BD C 
e ADB=DB C (38); logo AD=B CeAB= CD. Para 
se demonstrar que os angulos oppostos eão eguaes, sabemos 
que o a11gulo D B A= BD C e D B C = AD B; sornmando 
estas egualdades, ternos : DBA+DBC=BDC+ADB, 
ou A B C =AD C. Para se provar que os angulos contiguos 
são supplementos, temos: A B C + B C A+ C A B = 180º, 
(76); mas CAB =A O D, logo ABO-f-B OD=l80º; isto. 
é, os angulos A B O e B CD são supplementos. 

85. Em todo o paraUelogrammo as diagonaes cortam-se em 
duas partes eguaes.-Seja o parallelogrammoAB CD (fig.40); 
tirem-se as diagonaes A O e BD, para se demonstrar qne 
AO= CO e B 0=D O; temos que visto ser AB=D C 
(pelo que ~cima se provou), e OAB= O CD, OBA= ODC, 
os triangulos A O B e DO O são eg·uaes (79); logo (78) con­
clne-se o que se pretendia demonstrar. 

86. Dois parallelogram"!ws são e,quaes qvando dois lados 
contiguos de um são eguaes a dois contiguos do outro, e o angu­
lo por elles formado lambem egnal.-Este principio demons­
tra-se facilmente por sobreposição, começando por se ajustar 
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os vertices e um dos lados dos angulos eguaes, e recorrendo 
depois ao que já se demonstrou no principio (36). 

87. Pelo que acima dissemos, concluímos, que um paralle­
logrammo fica determinado por dois lados contiguos e um 
angulo por elles formado. Um rectangulo fica determinado 
por dois lados contiguos, porque o angulo por elles formado é 
conhecido, visto ser recto. Urn rhombo ou losango fica deter­
minado por um lado e um angulo, porque o outro lado do an­
gulo é egual ao primeiro. Um quadrado fica determinado por 
um lado. 

88. Propriedade dos polygonos.- O numero de diagonaes 
de um polygono, tiradas com a condição de não se cortarem, é 
egual ao numero de lados menos tres, ficando o polygono dividido 
em tantos t1·iangulos, quantos os lados 
menosdois.-Seja o polygonoABCDE 

0

(fig. 41); tirem-se as diagonaes A C e 
AD, designando por n o numero de 
lados do polygono, vamos provar que 
o numero de diagonaes é n - 3, e o .E 
numero de triangulos em que o poly­
gono fica dividido é n - 2. Como se 
vê na figura, temos diagonaes para 
todos os vertices, menos para E, A e 
13; mas, como em um polygono o nu­
mero de vcrtices é 1~gual ao numero 

A 

D 

de lados, conclue-se que o numero de Fig. 41 

B 

diagouaes é cgual a n - 3; e, como 
cada diagonal é commnm a dois triangulos, o numero d'estes 
será o numero de diagouaes mais um, ou n- 2, o que se 
pretendia demonstrar. 

89. A somma dos angulos internos de um polygono é egu.al 
a tantas vezes dois rectos quantos são os seus lados menos dois. 
-Dividindo o polygono em triangulos, a somma de todos os 
anguloH do polygono é a mesma que a de todos os angnlos 
dos triang-ulos; mas os tres angulos de um triangulo valem 

. dois rectos (76); logo devem tomar-se tantas vezes dois re­
ctos, quantos são os mesmos triangulos, isto é, 2 r X (n - 2). 

Assim, dando a n different.es valores segundo o numero de la­
dos dos polygonos, e sabendo que 2 r equivale a 180º, temos que 
asomma du:; angulos de um triangulo vale 180º ou 2 1· 

quadrilatero » 3600 4 r 
)) pentagano » 5400 » 6 r 
» hexagano » 7202 " 8 r 

octogono " 1:0800 » 12 r 
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a somma dos angulos de um enneagono vale 12GOJ ou 14 1· 

» decagono 1440º " 16 ,. 
dodecagono » 18tJOu ,, 20 ,. 

» pentadecagono " 2340º » 26 ,. 
90. O valor de qualquer dos angulos internos de um po­

lygono regular, visto serem todos eguaes, obtcm-ae pela for-
2 - r X (n-2) 

mula · Assim: n 

cada angulo de um triangulo equilatero vale 600 
quadrado 900 
peutagono regular ,, 108º 
Lcxagono " » 1200 
octogono 1350 
decagono » 144º 
llodccagono 1500 

91. Todos os angulos formados no centro do polygono re­
gular são eguaes, e como a somma de todos 6 3GQO (22), o 

3600 
valor de cada um será 7' desiguando n o numero de lados 

do polygouo. Assim temos que: 
angulo ao ccutro d-: um triangulo equilatero vale 1200 

» quadrado ,, 900 
" pentagono regular 720 

hexagorro " 60o 
ocLogono 450 

" decagono 360 
" dodecagono ,, 300 

92. A somma dos angulos externos de ttmpolygonoé egual rt 
quatro rectos.-Sabemos que a somma dos augulos internos 
ele um polygono é~egual;a 2 ,. (n - 2); mas cada an(\"ulo inter­
no é supplemento do externo adjacente; logo a somma de 
cada angulo intemo com o externo adjacente será egual a 
2 r; e portanto 2 ,. n, será a somma de todos os internos e 
extt'l'nos; oubtrahindo a estfl expressão o valor do< angulos 
internos t emos a somma tlos llll~~ulos extcrnoa, i>-to é: 

2 r n - 2 r (n - 2) = 2 i· n - 2 r n + 4 r = 4 r 
o que se pretendia <lemoustr:ir. 

LINHAS I"'ROPORCIONAES 

93. As linhas dizem se proporcionacs, quando, referi­
das ellas á mesma uniJade, 03 numeros que de~ignam os 
seus comtirirueutos e~tircrem cm proporcitn. Nas qnotro li-
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uhas rectas A B, CD, E F, G Ií (fig. 42), suppoudo que a 
unidade se contêm quatro vezes em .A B, duas em CD, seis 

4 6 
em E lJ' e tres em G H, temos a proporção 2 = S' e assim de-

A B EI!' 
terminamos egualmente a proporção -- = --· Os nume-

C D GH 
ros 4, 2, 6, 3 formam propon;ào, quando o produeto dos uu­
incros col locatlos 11os extremos 4 e 3, é egual ao producto dos 
uumeros 2 e 6. Ternos, pois, u'uma proporção quatro termos 
e podemos deter-
minllr a meia, te1·- A-·-·-·-13 
ceira ou quarta (J-'-D 
proporcional; as- E-·-· -·-·-·-p 
sim a recta G H, -
é a quarta pro- G-'-'-II 
porcional ás re­
ctus AB, CD e 
E F. Dá-se o no­

Pig. 42 

A---~------1~-
C-D/ '-, ; . \ 

A' ç 1- '.F 

r'ig. 43 

me de segmentos ás porções de uma recta que cst.á dividida 
em duas partes por um ponto. Os segmentos são adtliti-vos 
quando a recta é egual á sua sonuna, e subtractivos quan­
do é egual á sua differença. 

94. Construir a meia proporcional a dzias rectas cladas.­
Sej>tm as recta~ dadas A B e CD (fig, 43); trace-se uma linha 
A li= A B +CD, e faça-se AE=AB. Divida-se pelo pon­
to C a linha A lJ' ao meio, e descreva· se uma semi-circumte­
rencia com o mio C A , que intercepte a perpendicular lev.an­
tada n'um ponto E sobre A F, ernD; E D é!/. meia proporcio-

A E DE AB DE 
ual · isto é -- = -- ou -- = --, porque a peroendi-

' 'DE EF DE CD L 

cular baixada de um ponto da circmnfereocia para o diame­
tro é meia proporcionttl aos srgmentos dn diametro. 

95. Construir a terceira proporci0110l a duas rect'ls dadas. 
-Sejam as rectas dadas A 13 e CD (fig. 441; fo.çn.-se o an­
gulo rccto A E D, sendo A E= AB e E D =CD; unindo 
o ponto A com D, levante-se ao meio de AD a perpendicu­
lar G II, e com o centro em Fl e raio H A descreva-se umfl. 
semi ci rcumft>rPncia que intercepte o prolongamento de A E 
u'um ponto F; E Fé a terceira proporcionHl . Temos, pois, que 
o angulo AD lJ' é recto; p,1 como a perpendicular baixada do 
vertice do angnlo reclo de um triangulo rectaogulo é meia 
proporcional eutre os segmentos da hypothcuusa, vem 
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AE DE AB CD 
DE=EF ou CD= EF 

96. Construir a quarta prop01·cional a tres rectas dadas.­
Sejam as rectas dadas A B, CD e E F 
(fig. 45); construindo um angulo com as 
liubas indefinidas A X e A Y, faça-se 
AC=AB, CE= CD e AP=EF, 
unindo os pontos C e Ftire se por E uma 
recta E G parallela a C F; ll G é a 
quarta proporcional ás três rectas dadas; 
porque no triangulo E A G a recta C F 
parallela ao lado E G divide os outros 

Fig . 44 

dois em partes proporcionaes; assim temos 
A C AF AB EF 
--=--ou--=--
CE FG CD FG 

97. Dividir uma recta em média e extrema razão.- Seja a 
recta dada A B (fig. 46); no extremo B d'esta recta levante-

A-:----n 
C-···-D 
jE:--,..--~_- ;El 

A~-;-Yt 

~.SJ 
Fig. 45 

/--~-----...... . 
•'-"; I "'\ 

:··· / ..... -· ..... ~~. F1 

~t·····---~-·----~--~k:t·.) 
A C .. G B 

Fig. 46 

se a perpendicula1· BD= A C metade de A B; fazendo centro 
em D e com o raio D B descreva-se uma circumferencia, e 
unindo o <-:xtremo A da recta com D e prolongando a linha, 
determinam-se na circumfe~encia os pontos E F. Fazendo 
centro em A e com os raios A E e A F, descrevam-se arcos 
de circnlo que interceptem a recta dada A B e o seu prolon­
gamento nos pontos G. e AI; assim, por estes pontos temos di­
vidida a recta em média e extrema razão; isto é, A G é meia 
proporcional ;1 A B e G B, e .AI A é meia proporcional a A B 
e A1 B, ou 

AB AG AB AIA 
--=-· e--=--
AG GB A1.A A'B 

98. Polygonos similhantes.-Dá se o nome de polygonos 
similhantes aos que teêm o mesmo numero de lados, angu­
los eguàes e constante a relação entre os lados homologos. 

,.t______ ____ _ 
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Vertices homologos são os deter­
minados pela intersecção de lados 
homo logos. 

Dia,qonaes homologas são as que 
unem vertices homologos. 

39 

A 

-ll 

Lados lwrnolngos são os que, em 
polygonos simi.lhantes, estão simi-
lhan1 e111ente dispostos. r ------------------------ _B 

99. Os triangulos dizem-se si-
rnilbantes quando são eqniangnlos 
entre si, e os seus lados homolo-

}' ig-. 4 7 

gos, isto é, os que se oppõem a 
angulos eguaes, são proporcio­
naes. 

100. Tirando de um mesmo ponto fóra de um circulo uma 
tangenle e uma secante, será a tangente meia proporcional en­
tre a secante e a sua parte exterior.-8eja a tangente A B e 

A C' AB 
a secaute A C (fig. 47); queremos demonstrar que - = -

AB AD 
Tirando RS cordRS BD e B e temos que os triangulos A B o 
e A BD Bito similhautes, porque têern o angulo em A com­
mum e eguaes os angulos A O B e AB D (61 e 69). Segue-

A C AB 
se polo que acimR dissemos que - = - , o que se pre­

AB AD 
tendia demonstrnr. 

101. A perpendic1tlar abaixada do ver tice do angulo 1·ecto 
de um triangulo rectangulo sobre a hypothenusa, é meia pro -

li 
porcional entre 
os segmen~os da 
m.esma hypothe- : 
nusa. Cada lado l: 
do angulo recto 
é meia propo1·- "'------,,,':-• _ ___, e 
ciona l entre a A ll 

Fig. 48 Fig, 49 hypothenusa e o 
segmento corres­
ponde:nte.- Seja o· triangnlo rectangulo A B C (fig. 48) e 
BD a perpendicular tirada do vertice do angulo recto B, 
sobre a bypothenusa A C; vamos demonstrar que 
AD BD AO AB AC BO 
-- =-- e que - =--e elo mesmo modo - = -­
BD DO AB AD BC DO. 
A perpendicular BD sobre A C determina dois triangulos 



40 
lliDl.IUTHEC,\ DO l'O\'O 

rectangnlos A II lJ e lJ 1J C'; o primeiro d'estes triangulos e 
o tria11gulo total AR C, trem cornmum o angulo em A; e ü 

s gunrlo tem com o total A lJ C o angulo em C commnm; lo­
go os dois triangulos A 13 De BD C são simiJh,1ntes ao trian­
gnlo ABC. Comparando os lados homologos dos triangulos 
A BD e BE C, e segnirlamentc cada um d'cstes com o ti-ian­
;ulo AR C temos : 

AD nn. AC Ar3 AC BC --=--,-----e----
BD DC AB AD nc JJC 

o que se pretendia de1uoustrar, coucluin<lo-~e que a perpen­
dicular tirada do 
vertice do àngulo 
recto de um tria.n­
gnlo rectangulo so­
bre a hypothenuea., 
divide o triangulo 
em dois, que são si­
milhantes entre si, 
e ao total. 

cDi-- " . 

Cl /~1 
D : 

p, . : : ,,f_i · e 
jj 

Fig.50 Fig. 51 

102. Em nm·frfon­
,qulo 1·ectan91tlo o 
quadrado da hypo­
tl1enusa é e,qual á 
somma dos quadra­

dos dos cathetos.--Scja o triangulo rcctanguln ABC (fig. 48); 
tire-se n pcrpendi0ular !J D; pelo qne acabámos de demons­
trar no principio antecet.lcnte, temos: 

AC AB AO nc 
AB=ADeBc=nc 

fomos ó qundrnrlo da recta A B on ( ·) Aife =A C X AD, e 
o q1rnd 1·,1do dn recta B C ou JJ 02= A Cx D C; sommando 
as cgualdades, teremos 

A lJ2 + n (,':t =A e X AD+ A e X D e 
A L:J2+B C:!=A C (AD+D C) 

A Ri+ B c2 =A u2, 
d'onde se conclue o qne se pretendia demonstrar. 

Póde-se demonstrai· este principio do seguinte modo : seja 

f*) .iB
2 

cfosigna o rprnrlr:tclo rla rectn A n; isto ê, l\ Eegunda pc!.eocia do 
numero que representa a medida d 1 e~sn. llnb:i, 
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0 triangulo rectangulo AR C (fig. 4U) ; cortando qirntro car­
tões eguacs a este triauguln e coHocandv os l!OlllO se repre­
senta na fig. 60, no quH.Jrado CD, e se tlermo~ aos mesmos 
cartões a disposiçi'í.o que se vê no quadrado liJ F, como os 
quadrados CD c E P são cguae;;, e os quatro cartões collo­
Pados dentro de cada um d'elles são todos eguaes ao trian­
gulo rectaugu lo A B C, segue-se que o quadrado a b e d é 
equivalcute á somma dos quadrados efg h mais g l m n. Mas 

0 primeiro d'cstes quadrados tem por lado a hypothenusa 
AC; o quadnido efgh tem por lado o catheto BC; e o 
quadrado g l rn n tem por ln do o outro catheto A B; logo o 
quadrado constrnido sobre a hypot.henusa é equivalente á 
somma dos quadrados construidos sobre os cathctos. 

103. Do principio que acabámos de deJ11onstrar, pelo qual 
concluímos (fig. 49) que 

AC2=ABt+Bc2 (a) 

tiramos A e= V A B2 + J3 c2 
isto é, a hypothenusa de um triangulo rectangulo é egtrnl á 
raiz quadrada da soruma dos quadrados dos cathctos. Tiran­
do da expressão (a) o valor de caria um dos cathetos, temos: 

A B = v'AÇ2-=-:IfCi 
e BC=VAC2-AB2 
isto é, um catheto é egual á raiz quadrada da hypothenusa1 

menos o quadrado do outro catheto. 
104. Podemos com os principios já demonstrados calculm· 

a altura e o lado de um trian,qulo eqnilutero.-:- Seja o triau­
gnlo equilatero ABC (fig. 61), tire-se a sua altura BD, e 
temos no triangulo l'eCtangulo A BD (101) B ni =A BZ 
~ AC AB 

-A n2 (a); mas como AD= D G, será AD= -- ou --2 2 
porque todos os lados do triangulo são eguaes ; temos, 

- - AB2 
pois, que A D2 = --; substituindo na expressão (b) teremos 

4 
__ _ AB2 A1J2 x4-AB2 AB2X3 
BD2=AB2- --= ------

4 4 4 

BD=~· ~=AB{3 
v~- 2 

Designando BD (altura do triangulo) por h e o lado A B 
por l3 (que se lê l indice 3). temos: 
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l3 v:-lt = - 3 ou h = t3 X 0,866 2 . 
visto ser 0,866 metade da raiz quadrada <le 3. 

Para se calculai· o lado do triangulo equilatero, da expres­
l3 i1· .. são: li = - 3 
2 

2 h 
tira-se l3 '°= - -

yT 
i:1vs = 2 h 

}3 V 3 X VB = 2 h X Vo 
3l:J=2hxVa 

2 . ;­
l:i = 3hV3 

105. Calculm· a dia_qonal do quadrado em .funcção do lado. 
-Seja o quadrado AB CD (fig. 39); temos no triangulo re­
ctangulo AD B que (101) 

AB2=AD2'+DB2 ou AB= VAD2-j-DE 
mas como A D = D B (83) 

temos AD= V2 AD2 e AB=AD{2 
Designando por D a diagonal e por l4 o lado do quadrado, 

temos D = l4 v'2, d'onde se conclue que a diagonal de, 
um quadrado é egual ao lado multiplicado pela raiz quadra-
da de 2 ou por 1,414. · 

106. Os polygonos similhantes são divididos pelas suas dia­
gonaes no mesmo nuine1'o de friangulos similhantes e similhan­
temente disp ostos.-Sejam os polygonos similhantes AB G DE 
e A' B 1 CID' EI (fig. 52); tirem-se as diagonaes A e, AI C', 

AD e AI D'. Como têem 
11 , .B' egual numero de lados os 

pol.vgonos ABC DE e 
A' Bt Ct DI Et, ficarão di-

A li _ vididos pelas diagonaes 
e ·--:.:------ e' em egual numero de trian-

' ,,"'- gulos (88); e o triangulo 
' , A B C será similhante ao 

ll D E ll' triangulo A1 B 1 C1 (99) 
Fig. 52 vistoser-0a.ngnloB=B'a 
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AB BC -- = -- O triangulo A G lJ será tambcm similhante 
A'B' B 1C1 

a A' C' D'; demonstrada a similhança dos dois triangulos 
B C AG 

ABC e A1 B 1C', temos que(a) -- = - - e que os angu-
B10' A'C' 

los B C A e B' O' A' são eguaes; mas, como os augulos B CD 
e B' CID' são tambem egitaes (98), tirando do primeiro B C A 
e do segundo B' CI A 1, ternos que o angulo A CD= .4' O' D' . 

BC CD 
Pela similhança dos polygonos, tiramos -- = -- e com-

B' C' CID/ 

AC CD 
parando-a co~ (a) temos: A' C' = C' Di; e, como são eguaes 

os angulos A CD e A' C' D', temos demonstrada a similhança 
dos segnudos triangulos que considerámos,e do mesmo modo 
se provaria a similhança dos triangulos AD E e AI D' E'. 

Facilmente se póde demonstrar a reciproca d'este princi­
pio, isto é, que dois polygonos são similhantes quando se di­
vidirem em egual numero de triangulos similhantes e simi­
lhantemente dispostos. 

107. Construfr um polygono similhante a outro dado.- Seja 
o polygono A B CD E e dê-se o lado A' Bt homologo de A B 
(fig. 52). No extremo B' da recta A·' Bt construa-se o angulo 
A' B' Ct egual a A BD e determine-se B' C' que será a quar­
ta proporcional ás rectas AB, A' B' e B C (96); no extremo 
O' construa-se o angulo BI CID' egual a B à D e determine­
se C' D' que será a quarta proporcional ás rectas A B, A' BI 
e CD; em D' construa-se o angulo C' D' E' egual a CD E e 
determine-se Dt E', a quarta proporcional ás rectas A B, A' B' 
e DE; nnindo E' com A', temos formado o polygono AI B 1 Ct 
D' E' similhante ao polygono dado ABC DE. 

108. Ha instrumentos destinados á resolu~ão d'este pro­
blema, como o compasso de reducção e o compasso pyrami­
dal de reducção devido a D. Martinho da França Pereira 
Coutinho, os quaes se empregam com vantagem na construc­
ção dos polygonos similhantes. 

109. O compasso de reducção (fig. 53) ' consta de duas bas­
tes egnaes, terminadas por pontas de aço cortadas por duas 
fendas no sentido do seu comprimento, dentro das quaes se 
ajustam duas chapas atravessadas por um parafuso. Os com­
passos de reducção graduados têem uma ou ambas as hastes, 
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divididas por trac;os tr:tnsversaes com os numeros lf2, 113, 1/.1> 
1/s, 1

/6, 1h, 1/ 8, 1/ 9 ; e a peça movei tem tambem um traço no 
mesmo sentido, que se chama tinha-de-fé. Conservando-se 
irnmovel o parafuso (que designaremos por ponto 0),- com 
qualquer abertma do compasso, a relação entre A1 BI e 
A B é sempre constante e egual IÍ relação das distancias A' O 

A' B 1 A' o B 1 o 
e A O ou B 1 O e B O· isto é -- = -- ou --

, ' 'AB A O BO 
Para se construir um polygono similhante a A B CD E 

(fig. 52), fixaria a posição do parafuso de modo que a relação 
das dista.ncills A B e A1 B' seja a que se desejar, as extremi­
rln.des A e B do compasso vão-se collocando successivamente 
cm A JJ, B C, CD e D E, produzindo as extremidades A' e 
R1

, as grandezas A' B', B' C', C' D' e D' E' que são os lados 
do polygono que se deEf'ja, com 08 angulos A' BI c1, BI ª' DI 
etc., respectivamente c15uaes a ABC, B CD, etc. 

I 1 II 1 I 
II 1 1 

!l< 1 
1 

4-1 1 I 
I 1.c 1 

G:J" 1 1 
1 8 

1 j -
B 

Fig, 53 Fig, 54 

Com este compasso podemos dividir uma recta em partes 
cguacs. 

110. Escalas.-Comprchende-se que nem sempre será pos­
sível desenhar um objecto, conservando-lhe as mesmas di­
mensões: umas vezes terá ele ser representado com menores 
dimensões; outras,· ampliando-o, para melhor icléa se poder 
formar do original. 

Porêm, quer se pretenda copiar o original com maiores, 
quer ecm menores dimensões, o desenho não é mais do que uma 
figura e similbanto ;para bem se avaliar a grandeza do obje-
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ct0 lfr~c11haua, deve ser conhecida a relnçito i!c similhança 
entre essas dnas figmas. A ess:t refação de similh:rnça entre 
0 original e o desenho dá-se o nome de escala. Ha escalas 
numericns e g1·aphicas: as nnmericns Rão representadas por 
nm quchrado, no qual o nnmcrndor representa o comprimen­
to de algum dos lados rlo desenho; e o denominarlor, o dos la­
dos homologos do ohjecto; as grnphicas são reprt•sentadas 
por figuras gc·ometricas. O numerador do quebrado que repre­
senta a esc~la rnduz -sc quasi sempre á unidade. Se quizer­
mus copiar nm object.o de maneirn que 0°',0 l coneapondarn a 
] Ü"' do original, a escala será 

Ü"',04 4 4: 4 1 
lQm 1000 1000: 4 250 

Se quizermos construir uma e~cala grnphica ilccimal, mar­
cam-se sobre uma linha indefinida A X (tig. M) as grandezas 
A B, B ... etc., representando cada uma d'ella8 nm metro. 
Divida-se A B e A Cem d<iz partes egnaes, tirem-se rectas 
parallelas como representa a figura, e temos assim construida 
uma escala grn.pbica decimal. l:ie fizm·mos A B = 0"'104, uma 
grandeza do original que tiver um metro, deve ser ,Iepresen­
tada no desenho egual a Ü'",04 on A B . 

Segundo a natureza do desenho, e segundo se deseje uma 
copia mais ou menos rigorosa, assim deve ser determinada a 
escala; tem -se, pois,'convencionado que a escala escolhida 
deve satisfazer á corldição de que as menores grandezas que 
se não querem ornittir correspondam a linhas do desenho qu~ 
tenham mais de dois decirnillimettos. 

Polyg-onos inscriptos 
e circu.miscriptos 

111. Definimos j:I. polygono inscripto n'um circulo o que tem 
todos os vertires na circumferencirr, e poly,qono circumscripto 
o que tem todos os lados tangentes á circnmforencia; con­
clui mos que para um polygono poder ser inscripto n'nm cir­
culo é necessario que no polygono haja um ponto interior 
eqniclistante de todos os vcrtice~, e para qne possa ser cir­
cumscripto é nccessario que haja um ponto interior equidis­
tante de todos os lados. O triangnlo tem a propl'Íedarle de se 
poder ~empre inscrever e eircun1scrcver a um circulo. 

Os polygonos regulares podem ser inscriptos e circumscri­
ptos no circulo ; o raio do circulo inscripto é o 11potbern11. do 
polygono; e o raio do circulo cfrcumscripto é o do polygono. 



~· BIDLIOTH.ECA DO POVO 

112. Inscrever em um circnlo um triangulo eqnilatero.-Pa­
ra reaolver este problema tira-se o diametro A B (fig. 55), e 

fazendo centro em B e com o raio B C des­
creve· se um arco, que intercepta a circmn­
ferencia nos pontos De E; unindo os pon­
tos D, A e E, temos o triangulo equilatero 
inscripto. 

B 

Ifo em muitos polygonos regulares uma 
relação constante entre o lado e o raio, de 
maneira que, conhecido este, podemos cal­
cular o lado, assim como conhecido o lado 
se póde determinar o raio. 

Fig. 55 Vamos, pois, calcular a altura do trian-
gulo eqnilatero e do lado em funcção <lo 

raio. Se nnissemos os tres pontos C, De B (fig. 55), teríamos 
o triangulo equilatero CD B, cuja altura divide o lado CE ao 
meio; portanto, a altura do triangulo equilatero DA E é egnal 
a C A mais metade de CE; isto é, designando por h a altura 

3 
e r o raio, temos h = 2 r. 

Para se calcular o lado, temos que DE é egual a duas ve­
zes a a ltura do triangulo CD B, cujo lado é egual ao raio. 

~ .1- r v'-Essa altura é egual a B v 3 ou 2 3 (103); logo 

l3 = 2 X ; yB = 1· X {a: 
113. lnscreve1· em um circulo um triangulo similliante a 

outro dado.- Seja dado o triangulo A B C e um circulo de 
raio O D (fig. 56). ·Circumscreva-se ao triangulo dado nma 
circurnferencia, e do centro O com o raio O B' egual a O D 
descreva·se uma circun~erencia que corta os prolongamentos 
de o A, o B e o e DOS pontos A', B 1 e º'· Unindo esses 
pontos temos construido o triangulo A' BI QI similhante ao 
dado ABC. 

Se o rnio da circumferencia dada foi menor que O A, deter­
minam-se do meBmo modo os pontos A", Bll e 0", e unindo 
estes pontos teriamas o triangulo A" B 11 011 similhante a 
ABC. 

114. Inscr.ever em um circulo um quadrado.-Para inscre­
ver um quadrado em um circulo tiram-se os diametros per­
pendiculares, unem-se os extremos dos diametros e temos 
mscripto o quadrilatero pedido. Visto serem os diametros 
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perpendiculares, a circumferencia fica dividida em quatro 
partes eguacs; portanto, as cordas correspondentes a esses 
arcos tambcm são eguacs (51) e formam quatro angulos rc­
ctos (68); logo o quadrilatero inscripto é um quadrado. Para 
calcularmos o lado do quadrado em funcção do raio temos 
desig·uando por l 4 o lado que: 

Z4 =V r2 + r2= \.12 r2 = r /2. 
115. Inscrever em u.m circulo um hexagono.-Inscrevendo 

um triangulo cquilatcro (112) e dividindo ao meio o arco 
DE (fig. 55 ), a corda correspondente ao arco D B é o lado 

,,-__ ,,-__ 
do hcxagono. Dividindo ao i;neio D B ou A F, lados do hexa­
gono, tcriamos A G lado do dodecagouo; e dividir,do este ao 

Pig. 56 Fig. 57 

meio, e assim successivamente, teríamos inscripto polygonos 
regulares de 3, 6, 12, 24, 48 lados, etc. 

116 . O lado do hexagono regular inscripto é egual ao raio. 
- Como sab.emoe, A Fé o lado do hexagono regular; se unis­
sem os o ponto F com C (fig. 55), teriamos o angulo A C F 

3600 
que é egual a -

6
- = 60º (91). E, visto ser C Fegual a CA, 

os angulos C .A F e C F A serão eguaes, e cada um terá 60º; 
portanto, o tria,ngulo A C Fé equilatero e A F lado do hexa­
gono regular inscripto egual a C A raio do circulo. Podemos 
pois, sem inscrever primeiro o triangulo equilatero, determi­
nar logo o lado do hexagono, fazendo centro em A extremo do 
diametro, e com o raio A C descrever um arco de circulo, e 
com o centro no out.ro extremo B e raio B C descrever ou­
tro arco de circulo. Temos assim dividida a circumferencia 
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em seis partes cgnaes, e tirando as cordas por esses pontos de 
divisão fica o bex11gono regular inseri pto. 

117. Insc1·ever em um circulo um octogono regular.-Ins­
cripto em um .circulo um polygono regular de quatro lados, 
dividindo ao meio os arcos correspondentes ás cordas lados 
do quadrado, temos dividiria a circumferencia em· oito partes 
eguaes; e unindo esses pontos de divisão por meio de rectas, 
temos inscripto o polygono regular de oito lados. Dividindo 
ao meio os arcos correspondentes ás cordas lados do octogo­
no, e continuando assim successivamentc, temos a circumfe. 
rencia dividida em 16, 32, 64, etc., partes eguaes, e esses 
pontos são os -vertices dos polygonos regulares de 16, 32, 64, 
etc. lados. 

118. Insore:ver em mn circulo um pentagano regutar.-Para 

Fig, 58 

... _,.,_ 

Fig. 59 

inscrever em um circulo um pentagono, tirem-se os diame­
tros perpendiculares A B e D C fig. 57), e divida-se CE ao 
meio pelo ponto F, fazendo centro n 'este ponto e com o raio 
li'A descreve-se o arco A U, cuju corda é o lado do pentago­
no. Com o centro em A e o ra io A G dPscreve-se o arco G H, 
de maneira que temos AH egtial a A G; e marcando sobre 
a circumferencia H I = 1 J = I K = K A = AH ou A C te­
mos inscripto o pentagono regular. 

119. Inscrever em um circulo um dec'agono.-Fazendo cen­
tro em P met:-1.de de CE (fig. 57), e com o raio l!' C, descre­
ve-se o arco G e; e temos A e ou A L o lado do deeagono. Di­
vidindo o arco A L ao meio, e assim snccessivamente, a cir­
cumforeucia fica dividida em 20, 40, 80, 160, etc. partes eguaes, 
e assim poderemos inscrever polygonos com um numero de 
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lados respectivamente eguaes a essas divisões. A corda do ar­
co L M (fig. 57) é o lado do quindecagono ou pentadecagono, 
que é egual a .A M, (arco correspondente á corda lado do he­
xagono) menos .A L (arco correspondente á corda lado do de­
cagono). 

120. Pela inscripção dos polygonos regulaºres podemos de­
terminar o numero de graus, minutos e segundos que tem 
qualquer arco; porêm, nem sempre se poderá dividir a cir­
cumferencia exactarnente eJ!l partes cguaes ou inscrever um 
polygono regular de qualquer numero f;le lados. Inscrevendo 
em um circulo um triangulo equilatero e duplicando l2f. lados 
d'este e assim successivamente, temos a circumferencia divi­
dida em 3, 6, 12, 24, 48, etc. partes eguaes, ou em arcos do 
1200, 60º, 300, 15º, 70 15', etc.; se inscrevermos o quadrado 
e duplicando os lados d'este, e assim successivarnente, temos 
a circumferencia dividida em 4, 8, 16, 32, 64, etc. partes eguaes 
ou ern arcos de 90º, 450, 220 30', 110 15', 50 371 30", etc.; ins­
crevendo o pentagono e duplicando o numero de lados d'estr., 
e continuando successivamente, fica a circumfererwia div di­
da em 5, 10, 20, 40, 80, etc. partes eguaes ou em arcos de í2º. 
36º, 18º, 9°, 40 30', etc.; se tivessemos o pentadecagonr, e 
duplicando o numero de lados, ficaria a circumferencia divi­
dida em arcos de 24º, 120, 1;0, 3º, 10 30', etc. Conclnimos que 
se poderá dividir uma circumfcrencia em partes egJtaes, 
quando o numero d'cstas fôr par e não admittir nenhum 
outro divisor alêm de 2, ou quando só admittir este e ama 
vez o divisor 3 ou 5, podendo estes dois divisores estar ou 
não reunidos. Não é pois possivel dividir a circumferencia 
em arcos de um grau, pois seria necessario dividil-a em 360 
partes, e o numero 360 é divisível duas vezes por 3 011 por 9. 

121. Uma circumforencia póde ser dividida approximada­
mente em qualquer numero de partes eguaes, por variados 
processos, entre elles o seguinte: querendo, por exemplo, di­
vidir uma circumferencia, em 13 partes eguaes,. divida-se o 
diametro .A B (fig. 58) em treze partes eguaes, isto é, no 
mesmo numero de partes em que queremos dividir a circum­
ferencia. Fazendo centro em .A e B e com os raios .A B e B A 
descrevem-se arcos de circulo que se interceptam no ponto D; 
unindo este ponto com a divisão dois do diametro, temos o arco 

1 
AE que approximadameu te é 

13 
da ci1·cnmferencia, e a sua 

corda é o lado approximado do polygono <le treze lados. O erro 
commettido para mais no numero total de divisões .é de 
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6º 42' 17", pois acharfamos arcos de 28º 121 29" que produzi. 
riam 366º 42' 17". 

122. Como acima dissemos, em alguns dos polygonos re­
gulares ha uma relação constante entre o lado e o raio, de 
maneira que, conhecido rate, póde-se calcular o lado, assim 
como, conhecido o lado, podemos determinar o raio. 

Designando por l3, l4, l5, etc., o lado do triangulo, do qua­
drado, do pentagono, etc., temos -as seguintes relações de al­
guus polygonos: 

l 3 =r xv'3 
l4=rX V2 

,. .1-
1s=2X V 10-2 v5 
16 =r 

Zs = 1' X V 2 - v2 ' 
l10 = ; X ( VÔ - l ) 

l1i = r X V 2 - v' !J 

r X ,-V 10+ '.~1/5 - v:I ( 15 _:) l z,, = -- ' -----
-1 

Z,r, = T X V2-V~7-f 
132

= rxV2-V2 + V2+ v'2 
Para immediata applic11ção das formulas, temos que: 

v'2 = 1,414; fi = 1,732 e V5 = 2,236. 
123. Sendo conhecido o lado e o raio de um polygono re­

gular, podemos calcular o apothema. Temos um triangulo 
rectangulo, em que um dos cathetos é o apothema, o outro é 
metade do lado e a hypothenusa é o raio; por conseguinte, 
designando por a o apothema, ln o lado do polygono e 1· raio, 
tem0e (102) 

ln2 
1·2=a2+- (a) 

4 . 



d'onde tiramos: 
ln2 

a2=r2--
4 

GEOl\IBTRIA PLANA 

l 2 l 2 V-- 1--
a= r2-~ a= 4r2-~ 

a= ~J4r2-l,.2 
Da expressão (a) tiramos: 

, l112 !ln V-- v;z::-- = r2 - a2 -= . 2 2 l =2 2 2 4 2 r - a n r -a 

{sto é, temos o lado quando é conhecido o apothema. 

51 

124. Inscripto cm um circulo um polygonn rcgnlar, circmns­
crcver outro de egual numero de lados.- Seja A 13 CD E P o 
hexagono regular inscripto (fig. 59); tirando pelos vertices 
d'este polygono as tangentes á circumferencia A1 B', B' C1, 

O D', D' E', E 1 FI e FI A1, temos o polygono A' B 1 C' D' liJ' Ji'1 
que é regular e está circumscripto ao circulo. Podemos po1· 
out.ro meio resolver o problema, tirando parallelas aos lados 
do polygono inscripto, como se vê na figura. 

125. Para se determinar o lado do polygono circumscripto, 
calcula-se o lado do polygono inscripto; e substituindo este 
valor e o do raio na seguinte expressão: 

2xrxl ' X=-----

V4 X r2~1J-
temos o lado do polygono circumscripto. 

Rectificação da circumfercucia 

126. Rectificar uma circumferencia é: determinar a sua ex­
tensão linear, quando é conhecida a grnndcza do diametro. 
Em todas as circumferencias é constante a rcluç.ão ilu circ11m­
fcrencia para o diametro, o que quer dizer qne hR um nnmc­
ro constante que, multiplicado pelo diamotro, d11termina. o 
!)Omprimento da circumforencia rectificad11.. Es;;si refa.ç:il.o, que 
se designa pela !et.tra grega r.: (qne <.e pronnHcia pi), uiio é 
cxactamente conhecida, é representada por um numero incom­
mensuravel. Ludolpho de Ceulen foi qM.rn primeiramente u 

355 
determinou; Adriiino Motius achou a rclaç.ão - i e a rela-

113 
22 

ç.ão 7 descoberta por Archimçdcs é sómepte exacta atr :í 
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segunda casa decimal; porêm, o valor de -.. calculado com dez 
casas exactas é egual a 3,1415926535. Designando por G a 

e 
circumferencia e por r o raio, temos: - = -.., d'onde e= 2-..r, 

2r 
o que mostra que a circumferencia se obtem multiplicando o 
raio pelo dobro de ""; e tirando o valor do raio temos que 
este é egual á circumferencia dividida pelo dobro de ""' isto 

e 
é: r=-. 

2 rr 

127. Ha çliversos processos para se rectificar graphica 
mente uma circumferencia Um d'elles consiste no seguinte: 
tira-se o diametro A F (fig. 60), e com o centro em A (extre­
mo do diametro) e raio À. e (que é o do circulo) descreve-se 

um arco que intercepta a circumfe-
E -----+·-----+-A __ _,n rcncia em um ponto B. Tirando 

a corda A B, levantando ao meio 
B d'ella a perpendicular G D até in· 

contrar a tangente E D no ponto D, 
fazendo D E egual a tres vezes o 
raio e unindo o ponto ·E com F, te-

F. mos E F que é egual á metade da 
circumferencia rectificada. 

Fig. GO ,....12.8. Para se rectificar um arco 
a, cujo numero de graus, minutos e 

segundos, que designamos pom, sendo r o raio, temos a se­
guinte expressão : 

d'onde ~ 

"' "' n a=?trX -
180 

a n 
porque (63) - = -e 360 

n 
= G X -· mas como Ü= 2rrr (126) 

360' 
"' n a=2r.rx-

360 
"' n a =r.rx-

180 

Podemos tambem da expressão achada deduzir o valor de 
n, isto é: 

; X 180 
n=---

,. 1' 

129. Da expressão que acabámos de calcula.r, sendo a= ,. 
(o arco de comprimento cgual ao mio), temos: 
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180 180 
n=- =--- = 570 171 44/1 

'1\" 3,1416 
valor de um arco, cujo comprimento é egual ao raio. 

Are as 

130. Dá-se o nome de area de uma figura á sua medida 
superficial. Medir uma area é determinar quantas vezes esta 

, contêm outra conhecida que se considera como unidade. -
131. Figuras equivalentes são as que têem a mesma exten­

são superficial. Para melhor comprehendermos as figuras que 
acabamos de definir, podemos com dois esquadros eguaes 
formar dois triangulos À B (fig. 61), um rectangulo D e uw 

}'ig. Gl Fig. G2 

parallelogrammo C; como se vê, todas estas figuras têem 
areas eguaes c com fórmas differentes; são pois equivalentes; 
e, sabendo medir uma, temos conhecida a medida das ou­
tras. 

132. A area de um rectangulo avalia-se multiplicando a ba­
se pcia altura.- Seja o rectangulo ABC D (fig. 62J; se di­
vidirmos A B em seis partes eguaes e A C em quatro, e se 
cada uma d'ellas fôr egual a um metro, tirando pelos 
pontos de divisão pnrallelas a A B e a A C, temos o rectan­
gulo dividido em 24 quadrados; isto é, 6 X 4 vezes o me.tro 
quadrndo; assim o rectangulo, considerando a unidade de 
superfieie o quadrado construido sobre cada uma das divi · 
sões de .A B c de A C, tem tantas vezes a unidade de super­
fieie, quantas tem o producto dos numeros que indicam quan­
tas Yezes a unidade linear 6 contida na base e na altura. 

Temos, pois, que designando por A a area de um reetangu-
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lo, b a base eh a altura, sae-uos A= b X h; d'onde podemos 
A A 

deduzir b =-e à=-, 
h b 

133. A area de um quadrado é e.qual á segunda potencia do 
seu lado.- Sabemos que o quadrado é o quadrilatero que tem 
todos os lados eguacs, ou, um rectangulo que tem o lado por 
base e altura. Portanto, a sua area avalia-se multiplicando a 
base pela altura; é, pois, a segunda potencia do seu lado. 

134. A arca de um para_llelogramma é egual ao producto da 
base pela altura.- Seja o parallelogrammo A BD C (fig. 63); 
a sua area será egual a A B X B F. 

A area do parallelogrammo A B CD será egual á do rectan-

E 
. ................. 

------o .. ~ ... -----------~, ... :-~~ .. ---· -

Fig. 63 Fig. 64 

gulo A B E F, visto serem cguaes os triangulos BD F e 

A CE; mas, como a area do rect1mgulo é egual a A B X B J; 
segue-se que será esta a area do parallelogrammo dado. 

135. Const1·uir um quadrado equivalente a um rectanguln 
clado.- l:leja o rectangulo ABC D (fig. G2); sabemos (132. 
que a sua area é egual a A B X A C. 

Designando por x o lado do quadrado que se quer cons 
truir, temos x2 =A B X A C, d'onde se tira a seguinte 

AB X ' 
proposição -- = -- · donde se conclue que o proble -

x AC' 
ma se resolve determinando a meia proporcional (94) en ­
tre A B e A C, que é o lado do qun<lrndo. 

136. 4 area de um triangulo é egual a metade do p1·oducto 
da base pela altura.- Sejá o triangulo A B C (fig. G4); a sua 

ACxBD 
area será egual a 

2 
Tirando pelo vertice B uma parallela a A C ( 41) e por C 

nma parallcla a A B, temos o parallelo~rammo A C BE; e, 
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visto serem eguaes os triangulos A B O e B CE, segue-se 
que a area do triangulo A B C é metade da area do paralle­
logrammo; e, como a area d'este é A Cx BD, seráa do trian-

A C x BD 
guio 

2 
Designando por p metade do perimetro de um triangulo, e 

por a, b e e, os tres lados (sendo todos conhecidos) podemos 
pela seguinte formula calcular a sua arca: 

A= V P .?$Sp-a) X (p-b) X (p-c) 
137. Construir um lriangulo equivalrmte a um rectangnlo. 

-Seja o rectangulo ABC D (fig. 65); tire-se a recta A B e 
divida-se ao meio pelo ponto 
D, e em A com a recta AX 
fórme-se o angulo B A X de 
qualquer numero de graus. Fa­
zendo A BI e A C respectiva­
mente eguaes aos lados A B e 
A C (lados do rectangulo), e 
trHçando CE parallela a D B', 
descreve se um arco com o 
centro em A e raio A E. 

B D 

":~.o E------jf----·----------: C 

Fig. 65 

Qualquer triangulo de base A B e o vertice na linha Y Z, 
parallcla a A B e tangente ao arco de circulo, é equivalente 
ao rectangulo dado. Pelo que já tratámos, sabemos que: 

AD AC 1 
-- = - · mas como AD = - A B 
AB1 AE' ' 2 

1 
- AB 

temos _2 __ = A e º1\ A B' X A e= _!_ A B X A E 
AB' A.E 2 

concluimos que a areado rectangulo é egnal á do triangnlo. 
138. Construir um t1·ian_qulo equ-ivalente a um pnlygono.­

Scja o polygono ABC DE (fig. 66); para construir o trian­
gnlo e_quivalente, tire-se a diagonal BE e pe· 
lo vertice A uma parnllela a BE até incon- B 

trar o prolongamento do lado DE em um tj(~. 
ponto F. Temos, pois, dois trinngulos equiva- ·~: / \' C 
lentes B F R e n A.E, visto terem a mesma ! / \ \ 
base BE e a mesma altura; logo l; E D ·G 

BFDEOABCDE 
Tirando a diagonal BD e pelo vertiee C Fig. 66 
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uma parallcla n n D, que determina o ponto G, temos que 
são equivalentes os triangulos B G De B CD; logo 

FBGOBFDC 
mas fl F D C 0 A B CD E 
portanto F B G 0 A B CD E 

139. À area de um trapP,zio é egua.l á semi·somma das bases 
multiplicada pela altura.- Seja o trapezio A B C F (fig. G3), 

AB+CF 
e a sua altura B F; a area será egual a 

2 
X B F. 

'rirando a diagonal e n, temos o trapezio dividido em dois 
tríangulos, A C B e B C F; a area do triangulo 

1 1 
A C B = - AB x B F, e a do triangulo B C F = - C F X 

2 2 
. 1 

x B F; portanto, a area do trapezio ABC F = - A B X 
2 

1 AB+CF 
xBF+2CFxBF= 2 xBR 

Se dividirmos ao meio A C pel0 ponto L, e tirarmos L M 
pa1·allela a A B, poderemos avaliar a area do trapezio multi­
plicando pela sua altura a liuha tirada a egual distancia dos 
lados parallelos. 

140. A m·ea de qualquer polygono regular avalia-se multi­
plicando metade do perimetro pelo apothema.-Seja o polygo­
no regular AB CD E FG H(fig. 67); designando por p o pe· 

1 
rimetro e por a o apothema, temos que a area: A= 2 p X a. 

Fig. 67 

Tirando os raios O A, O B, O C, 
O D, O E, etc., temos o poly­
gono dividido em tantos trian­
gulos eguaes, quantos os lados; 
avaliando pois a area de um dos 
trianguloa e multiplicando-a pelo 
numero de lados do polygono, te· 
mos conhecida a do polygono. Mas, 
como a area de um dos tríangulos 

AB 
A OB=2 x O a (138), _desi· 

gnando por no numero de lados do 
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nxAB 
polygono, temos que a sua arca será A= --

2
-- X O"" 

ou A= 1 
2pXa. 

141. À area de um cfrculo avalia-Be multiplicando metade 
da circumferencia pelo raio. - Considerando o circulo como 
um polygon9 de numero infinito de lados, cujo apothema é o 
raio, temos (126) designando por A a areado circulo: 

2,. r 
A = -- X r ou A = ?< rz, isto é, a area do circulo egual a 

2 
metade da eircumferen.cia multiplicada pelo raio ou egual ao 
quadrado do raio multiplicado pela razão da circumferencia 
para o diametro. 

Conhecida a area de um circulo, podemos determinar o raio; 

da formula A = ,. r1 vem r = ~· 
Podemos rapidamente calcular a superficie de um circulo, 

sabendo que ella é equivalente ao quadrado construido rnbre 
8 

uma linha egual a 9 do diametro. 

142. À area de um sector avalia-se multi'plicando metade 
do arco pelo raio.- Sabendo que a area do circulo se avalia 
multiplicando metade da circumferencia pelo raio, temos que 
a àrea do sector se avalia multiplicando metade do arco pe­
lo raio, porque em círculos de raios eguaes as areas dos se­
ctores são proporcionaes aos arcos, o que facilmente ~e vê pe­
lo que já dissemos no numero 63. Designando por A a area, 

1 
a o arco rectificado, e r o raio, temos A = 2 a X r. 

143. Para se avaliar a area do segmento D F E (fig. 20), 
tirando os raios CD e CE, avalia.se a areado sector CD F E, 
e a do triangulo D CE; sub trahindo esta da primeira, temos 
conhecida a area do segmento. 

144. Com o que temos exposto, podemos avaliar a area de 
1 um polygono irregular; tendo um polygono AB CDEFG HI 

(fig. 68), tire-se a diagonal À F e sobre esta linha baixem-se 
as perpndiculares B a, I b, C e, H d, De, G f e E g. O poly· 
gono fica decomposto em .tmangulos rectangulos e trapezios; 
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medindo as perpendi­
culares tiradas sobre 
AF e as distancias 
entre os seus pés, po-

/ demos conhecer as 
.A (-~-,,,..---:;;--,..,,--,;:----,-=-.,,.---'-7F areas d'esses triangu­

los e trapezios em que 
o polygono está divi­
dido, isto é, a area do 

I 

umas noções 
da parabola. 

Ff 6s polygono irregular. 
g. Seguidamente damos 

muito breves ácerca da ellipse, da hrnerbole e 

ELLIPSE 

145. Ellipse é uma linha plana em que a somma das dis­
tancias de cada um dos Beus pontos a dois fixos, chamados 
focos, é constante. 

Raios vectores são as rectas tirada's de cada um dos pontos 
da curva para os dois focos. Assim as rectas E F e E FI 
(fig. 69) são raios vectores. 

Eixo maio1· é a recta que passa pelos focos e termina na 
ellipse. · 

Eixo menor é a recta perpendicular ao meio do eixo maior. 
Temos pois que a. recta A B (fig. 69) é o eixo maior e CD o 
eixo menor. 

Vertices da ellipse são os extremos dos eixos. Os pontos 
A, B, C e D (fig. 69) são os vertices da ellipse. 

Diametro é a recta que tem os extremos na ellipse e passa 
pelo centro. A linha H N (fig. 69) é um diametro. 

Corda é qualquer recta que tem os extremos na ellipse. A 
recta P Q (fig. 69) é uma corda. 

Paramelro é a corda perpendicular ao eixo maior e que 
passa pelo foco. A recta L M é um parametro. 

Centro da ellipse é o ponto de intersecção dos dois eixos. 
Excentricidade da ellipse é a relação entre a distancia do 

centro ao foco e o semi-eixo maior. 
Tangente á ellipse é a recta indefinida que só toca na curva 

em um ponto. A recta T T' (fig. 69) é uma tangente, e ô pon­
to E denomina-se ponto de contacto ou de tangencia. 

Normal é a perpendicular á tangente no ponto de contacto. 
Circumferencia directriz da ellipse é a que tem o centro 

em qualquer foco e o raio egual ao eixo maior. 
146, O eixo maior da elliptle é-f!l!'<J,L á somma dos raios ve-. 
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ctores.-Dada a ellipse representada nit figura 69, e sendo 
A e B pontos da ellipse, temos: AF +A P = B F + B Ji'I, ou 

F F' + 2 X A F = F FI + 2 X B F' 
d'onde se conclue ser A F egual a B F', e portanto 

A F +A F' = F F' +A F + B FI 
mas, como FF1+AF+BF'=AB 
segue-se que: A F+AF' = AB 

Assim temos demonstrado que o eixo maior é egual á 
sornma dos raios vectores. 

147. A somma das distancias aos dois focos de qualqup:pon­
to situado f6m da ellipse é maior que a somma constante dos 
raios vectores, e menor quando o ponto está dentro da ellipse. 
- Se considerarmos o ponto G exterior á ellipse (fig. 6~), e 
unindo esse ponto com os focos e o ponto E com F 1, temos: 
E G + G FI >E FI; addicionando a ambos os membros 

T 

Flg. 60 Fig. 70 

FE, teremos EG+GF'+FE>EF'+EF; d'onde se 
conclue que G F + G F' >E FI + E G, o que se pretendia 
demonstrar. Facilmente se demonstra que todo aquelle ponto 
situado dentro da ellipse é menor que a somma constante dos 
raios vectores. _ .; 

148. Todos os pontos da ellipse estão equidistantes da cir­
cuniferencia directriz e de um ponto fow.-Fazendo centro em 
um dos focos F e com o raio F G (fig. 69 ), egual 11 A B (o 
que se póde facilmente imaginar apezar da figura não estar 
rigorosa), vamos demonstrar que E G é egual a E F'. Sabe­
mos que EF+EFI =AB=FE+EG; logo EP=EG, 
o que se pretendia demon~trar. 

Em o n. 0 11 da Bibliotheca do Povo e das Escolas resol­
vemos differentes problemas a respeito da ellipse, que se 
podem consultar n'este momento com vantagem, accres· 
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ceutanclo, porêm, ao que dissemos, que ha instrumentos desti 
nados a traçar esta curva, e entre elles o compasso de Ha­
mann e Hempel. 

HYPERBOLE 

149. Hyperbole é uma linha plana, em que a differença dns 
distancias de cada um elos seus pontos a dois pontos fixos é 
constante. A recta À B (f:ig. 70) é o primeiro eixo, eixo real ou 
transverso da hyperbole; os pontos À e B denominam-se ver­
tices; e os pontos F e Ff delerminndos no prolongamento ae 
À B, são os focos. As distancias de qualquer ponto da cut·va 
aos focos, são os raios sectores ; nssim as rectas I:I F, H Ji7 
e G F, G F' são os raios vectores dos pontos H e G da hy­
perbole. A perpendicular ao meio da recta A B é o segundo 
eixo ou eixo imaginaria. o ponto e, intersecção dos dois eixos, 
denomina· se centro da hyperbole. Qualquer recta que passa 
pelo centro, denomina-se diametro (que póde ter ou deixar 
de ter os seus extremos na curva); no primeiro caso cham~m­
se diametros reaes, no segundo imaginarias. Qualquer recta 
que tem os extremos na curva denomina-se corda; a corda 
P P 1, que passa por um dos focos e é perpendicular ao eixo 
real, é um parametro. As cordas perpendiculares aos eixos 
da hyperbolc são divididas ao meio por essas linhas. A recta 
F F' é a distancia focal; e a relação entre esta dist.ancia e o 
eixo real é a excentricidade da hyperbole. A recta que toca 
na hyperbole em um ponto chama-se tangente; e o ponto com­
mum á recta e á curva é o ponto de contacto. A perpendicu­
lar á tangente no ponto de contacto é a normal. Na hype1 bo­
le o eixo real póde ser maior, menor ou egual ao eixo imagi­
nario; n'este ultimo caso a hyperbole é equilatera. A circum­
ferencia descripta de um dos focos como centro e com um raio 
cgual ao eixo real é a circwrriferencici clirectriz ela hyperbole. 

150. Como vimos em o n.0 11 da Bibliotheca do Povo e das 
Escolas, sabemos construir uma hyperbole, dados os eixos, 
assim como os outros problemas para determinar esta curva. 

151. A d(tferença ent1·e as distancias de um ponto que está 
dentro da hyperbole aos focos, é maior ([11.e o eixo transverso, e 
menor se o ponto está f6ra.- Sendo P o ponto interior (fig. 71) 
temos que P F-P F'>AA' 
Unindo o ponto M com Ji7 será 

e portanto 

ou 

PF'<MF+ J.Vf P 

PF - Pl!'>PF-MFf-MP 
P F - P F' > M F-M F' 
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111n:;, como lJl P- JJi[ F" =A AI 
~oo: PF-PP>A~ 
Se considerarmos o ponto PI ex~erior, será 

Temos que 
d'onde tframos 

P' F-PIF'<AA1 

F" pi + pi lvf> lJI F' 

lYl F - Jl'f P 1 
- P' M < lvI F - M ]'! 

~ P'F-PP'<MF-MF' 
isto é: PI F- F 1 PI< A A' 
o que $e pretendia demonstrar. 

61 

152. A bi-sectriz do angulo formado pelos raios vectm·es de 

~·1g. 71 Fig. 72 . . 

um ponto da hyperbole é tangente á lzyperbole.-Seja Num 
ponto da curva (fig. 71); a bi-sectriz T TI do angulo forma­
do pelos raios vectores F N e F 1 N, é ·tangente á hyperbole, 
e N é o ponto de contacto. 

Qualquer outro ponto D, por exemplo, da tangente, está 
fóra da hyperbole. Fazendo NC egual a NF, e unindo o pon­
to C com D, temos 

CF" =AA1 

mas,como DF=DCeDC--DFl<CFI 
segue-se que D F- D Jll < C FI 
mas C F' =AÀ' 
logo DF-DF' <AAI 
o que prova (151) que o ponto D está fóra da curva, o que 
se desejava demonstrar. 

153. Quando, traçatla uma hyperbole, construirmos outra, 
tomando p11.ra eixo real o eixo imaginario df\ primeira, e para 
eixo imaginado o eixo real da hyperbole dada, as duas hy-
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pcrboles assim formadas dizem-se conjugadas. Os dois diame­
tros que não incontram as hyperboles conjugadas, denomi­
nam-se asymptotas. 

PARABOLA 

154. Parabola é uma linha plana, que tem todos os seus 
pontos egualmente distantes de um ponto fixo e de uma re­
cta fixa. O ponto fixo F (fig. 72) é o foco, e a recta CE é a 
directriz. 

Eixo é a recta D X perpendicular á directriz e que passa 
pelo foco. Raio vector é toda a recta tirada de um ponto da 
curva para o foco. Vertice da parabola é o ponto A cornrnum 
á curva e ao eixo. Corda é qualquer recta que tem os extre­
mos na curva. A corda P P I perpendicular ao eixo, e que pas­
sa pelo foco, denomina-se parametro. Qualquer corda perpen­
dicular ao eixo é dividida ao meio por esta linha. Diametro é 
a recta que divide ao meio um systema de cordas parallelas. 
O vertice, a directriz, o eixo, o foco e o parametro, determi­
nam-se facilmente, sabendo: que o eixo é perpendicular á di­
rectriz e que divide pelo ponto F o parametro em duas par­
tes eguaes; que o vertice A divide ao meio DF; e que o pa­
rametro é egual a duas vezes esta distancia. Tangente é a rc­
cta T TI que tem um ponto commum com a parabola ; o pon· 
to M é o ponto de contacto. Normal á parabolil ·~a perpell' 
dicular á tangente no ponto de contacto. Sub-normal é a par­
te do eixo interceptada pela normal e pela perpendicular 
abaixada do ponto . de contacto. Svh-ttlhgente é a parte do eixo 
interceptada pela tangente e pela perpendicular abaixada do 
ponto de contacto. 

155. No n. 0 11 da Bibliotheca do Povo e das Escolas, apre­
sentámos differentes processos para construir esta curva. 

156. Qualquer ponto que está situado dentro da parabola 
dúta mais da directriz que do foco, e o que está situado fóra 
dista mais do foco que da directri'.z.- Seja P o ponto situado 
fóra da j>arabola (fig. 73); unindo-o com o foco e tirando a 
perpendicular P H á directriz que se prolonga até M, ponto 
da curva, teremos P F + P M > M F 
Sabemos que PH+PM=HM . 
e portanto (P F+P M)- (P H+ P M)>MF-RM 
oo PF+PM-PH-PM>MF-HM 

PF-PH>MF-HM 
e, visto ser 
será 
ou 

MF=HM · 
PF-PH>O 

PF>PH 
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Vê-se pois que o ponto P situado fóra da curva dista mais do 
foco que da directriz. 

Se considerarmos o ponto PI dentro da curva, unindo-o 
com F, e tirando a perpendicular á directriz temos 

FM+MPl>P'F 
J]las, como FM=H M 
vem HM+MP'>P'F 
ou HP'>P1 F 
d'onde concluimos que o ponto situado dentro da curva está 
J]lais distante da directriz que do foco, o que ee pretendia 
demonstrar. 

157. A bi-sectrí,z do anguJ,o formado pelo raio vector de itm 
ponto e pela perpendicular abaixada d'esse ponto sobre a dire­
ctriz, é tangente á parabola n'esse pon~o .-Seja T TI a bi-se­
ctriz do angulo F N L (fig. 73) formado pelo raio vector N F 
e pela perpendicular á directriz 
N L. Se considerarmos qualquer 
outro ponto G da tangente, este 
ponto estará fóra da curva. Unin-
do o ponto G com o foco e G O H 
(perpendicular P. directriz), e unin-
do o ponto F com L, temos que 
os trian~uios F N R e LN R têem 
o lado N R commum e os angu-
los R N L e R N F eguaes,. e por­
tanto L R egual a R F, d'onde 
se conclue que a tangente é per­
pendicular ao meio de L F, visto 
os pontos N e R estarem egual­
mente distantes dos extremos da 
recta L F. Rendo G O, como sa­
bemos, perpendicular á directriz, 
temos G O < G L ,· mas, como 
G L é egual a G F, será G O < G F, pelo que se conelue (156) 
que o ponto G está fóra da curva. 

e 

FJg, 78 

Ás noções que acabámos de expor eeguir-se-ha em um doe 
numeros proximos da Bibliotheca do Povo e das Escola~ o que 
trata qe. Geometria no Espaço. 

f!ltJ 
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