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GEOMETRIA PLANA

A geometria estd para todos os co-
nhecimentos physicos, como a Logica
para todos os intellectuaes e moraes.
E, além d'isso, nenhum estudo exerci-
ta, forma, rectifica a razio como este.

GARRETT — Da Educagdo.

A origem da Geometria, como de muitas outras sciencias,
perde-se na noite dos tempos.

Sem intrarmos no estudo circumstanciado dos progressos
successivos d’este ramo dos conhecimentos humanos, isto é,
sem fazermos a sua historia, apontando as revolucgdes opera-
das em tdo vasta quanto bella sciencia, poderemos rapida-
mente indicar os periodos ou epochas mais notaveis da sua
historia pelos nomes d’esses trabalhadores, que rompendo
successivamente novos caminhos, que amontoando pouco a
pouco o material, foram os sublimes obreiros que mais con-
correram para o desinvolvimento d’esta parte das sciencias
mathematicas.

Aos Egypcios nio eram desconhecidas algumas nogdes de
geometria, porém, eram ellas tdo vagas, tio pouco definidas,
que podemos escrever na primeira pagina da historia d’esta
sciencia o nome do philosopho Thales (640 a 548 antes de
Jesus Christo), natural da Phenicia, o mestre do grande Py-
thagoras, que fundou em Mileto a escola jonia.
Seguidamente Platéio, Euclides, Hipparco, Ptolomen, Viéte,
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Kepler, Descartes, Leibnitz e Monge até aos nossos dias,
foram os que definiram mais evidentemente as epochas de
revolugdo, que constituiram, como dissemos, os periodos mais
notaveis d’esta sciencia tdo util, tdo sublime.

Muitos outros geometras celebres, como Archimedes, Neper,
Adriano Metius, Newton, Lagrange, Laplace, Legendre, Cu-
vier e outros mais, siio vnltos grandiosos na historia d’esta
sciencia que, juntes aos que acima apontimos, concorreran:
para o seu progresso e ingrandecimento.

A Geometria abrange differentes ramos ou especialidades
que poderemos classificar do seguinte. modo: Geometria ele-
mentar, a que estuda as linhas, superficies e solidos mais sim-
ples; Geeometria transcendente, a que tem por objecto o estu-
do das curvas e superficies de uma ordem superior; Geome-
tria sublime, a que applica ao estudo das curvas e das super-
ficies o caleulo integral e differencial; Geometria analytica.
a que applica ao estudo das curvas e das superficies o cal-
culo algebrico; Geometria deseriptiva, sciencia nova, que tem
por fim a representagio exacta dos corpos pelas suas projec-
¢oes sobre planos dados; Geometria subterranea, a que tem
por fim a resolugdo de problemas, empregando a geometria
elementar, no estudo de minag; Geometria do compasso, a
que tem por objecto as solugbes graphicas dos problemas da
geometria,

A Geometria elementar comprehende duas partes: Geome-
tria plana e Geometria no espago.

A Geometria plana tem por objecto o estudo das figuras
que apresentam todos os pontos no mesmo plano; a Geome-
iria mo espago “estuda as propriedades das figuras que nido
estdo n'um mesmo plano.

No presente volume trataremos da Geometria plana.

PRELIMINARES

1. Geometria.— Pela palavra Geomeiria, derivada de dois
vocabulos gregos (g¢ terra, e mefron medida) designa-se a
seiencia que trata da extensio.

2. Extensao é qualquer porgiio limitada do espago. A ex-
tensdo de um corpo é a porglio do espago occupada por esse
corpo.

Corpo ou volume é uma extensfio com tres dimensdes:
comprimento, largura e altura, espessura ou profundidade.

Superficie 6 uma extensiio com duas dimensdes: compri-
mento e largura, ou o limite exterior dos corpos.
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Linha é uma extensfio com uma 86 dimensiio: comprimento,
ou o limite de wma superficie.

Ponto é o logar da extensfio que-se considera sem dimen-
sflo, ou o limite de uma linha.

3. Um ponto movendo-se no espago gera uma linha; uma
linha movendo se gera uma superficie; e uma superficie mo-
vendo-se gera um volume.

Poderemos definir ponlo a interseegio de duas linhas; linka,
a intersec¢iio de duas superficies.

4. Distinguem-se tres especies de linhas: linka rectu, linka
curva, e linha quebrada ou polygonal.

Linha recta é a mais curta distancia entre dois pontos.

Linha curva é toda a linha que nfo é recta nem composta
de linhas rectas.

Linha gquebrada ou polygonal é toda a linha composta de
duas ou mais linhas rectas, unidas duas a duas pelos seus
extremog, em direcgoes differentes.

5. Uma linha curva pdde considerar-se uma linha polygo-
nal composta de muitas linhas rectas infinitamente pequenas.

6. Um ponto designa-se por uma lettra, e uma linha por
duas ou mais lettras de modo que
possam bem definil-a. AR ey B

Assim na (fig. 1) temos a linha

recta A B, linhas curvas CD, G H C//n’—_\n

e L M, e linha quebrada ou poly- 2 35

gonal "AB CD EF. As lettras re- A/\"/\E/ E

petidas eserevem-se da seguinte 1 i}

forma: 4!, 4!, A", ete.; e léem- N\ //
() 3 s

ge 4 linha, 4 duas linhas, 4 tres
linhas, ete.
D4-se o nome de convexa 4 li- Fig. 1
nha curva ou polygonal gquando
ndo péde ser cortada por uma recta em mais de dois pontos.
7. Seduas linhas quebradas ou curvas convexas terminarem
n08 mesmos pontos, a
wnvolvente é maior que
@ involvida. Temos
pois, na fig. 2, a li-
nha ABCD maior
que AED.
8. Superficie pla-
na ou plano é uma Fig: 2
superficie, sobre a
qual se podem tragar linhas rectas em todas as direcgies,
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Superficie curva ¢ a que niio é plana nem composta de su-
perficies planas.

Superficie quebrada ou polyedrica é a formada por duas
ou mais superficies planas, unidas duas a duas em direcges
differentes.

9. Fica determinado um plano por tres pontos jque nio es-
tdo em linha recta, ou por uma linha recta e um ponto situa-
do fora d’essa recta, ou por duas rectas que se cortam.

10. Dé-se o nome de figura a todo o espago terminado por
uma ou mais linhas, por uma ou mais superficies. Dues ou
mais figuras siio eguaes quando podem ajustar-se perfeita-
mente uma sobre a outra.

Figura plana é a que tem todos os pontos em um sé plano.

Dé-se o nome de theorema a uma proposi¢do que precisa
ser demonstrada; corollario é uma consequencia de um theo-
rema; problema é uma applica¢io de um theorema. Quando
na resolucdio dos problemas se empregam os numeros, dizem-
se numericos ; quando se empregam linhas, dizem-se graphicos.
Azioma & uma verdade por si mesma evidente, isto é, que ndo
precisa ser demonstrada. Temos, por exemplo, os seguintes
axiomas: o todo é maior que qualquer das suas partes; o todo
é equal & somma das suus partes; duas quantidades equaes a
uma tereeira sdo eguaes entre si; duas quantidades equaes ndo
deixam de o ser quando ambas augmentam ou diminuem &
mesma quantidade ou quando se multiplicam ou se dividem pela
mesma quantidade.

Linha recta

11. A linha recta que j& definimos traca-se com o auxi-
lio da regua, que é um instrumento de metal ou madeira,
devendo ser perfeitamente lisa, chata e comprida. Poderemos
tambem obter a linha recta esfregando com giz um corddo
que se ajusta sobre um quadro negro (superficie plana pin-
tada de preto; ou lousa) ; esticado o corddo, levanta-se até ao
meio com o dedo e larga-se; sobre o quadro negro apparece
um trago branco, que é uma recta.

Para se verificar se uma regua estd direita, ajusta-se sobre
um plano e descreve-se uma linhaf; ajustando-a novamente,
porém, invertendo os extremos, descreve-se outra linha que
se coincidir com a primeira, conclue-se que a regua estd di-
reita. Algumas reguas séio chanfradas; é conveniente nsal-as
quando se emprega a tinta.
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12. Dois pontos determinam a posi¢io de uma recta, e
bem assim a sua grandeza se sfo os extremos da linha.

18. Para medir uma linha rec¢ta ou curva procura-se a
relacio que ha entre essa linha e uma outra de grandeza co-
nhecida, que se considera como unidade. Quando essa relagio
ndo puder ser exactamente achada, as linhas dizem-se incom-
mensuraveis, podendo comtudo determinar-se com bastante
approximacao.

Péde-se tracar uma recta com um comprimento determi-
nado, ou conhecer a grandeza de uma recta empregando a re-
gua graduada. Devemos ter, porém, conhecimento da unida-
de linear que é o metro.

Em 1790 uma commissio nomeada pela Academia de Fran-
ca (incarregada da reforma dos pesos e medidas), composta
de Borda, Lagrange, Laplace, Monge e Condorcet, e se-
guida pelos trabalhos de Méchain e Delambre, determinou o
metro egual & decima-millionesima parte do quarto do arco
do meridiano terrestre.

O metro divide-se em dez partes eguaes que se denominam
decimetros ; cada decimetro, em dez centimetros; e cada cen-
timetro. em dez millimetros.

A regua graduada é a que tem um dos lados dividido em
decimetros, centimetros e millimetros, tendo algumas a divi-
sio em meiog-millimetros.

Angulos

14. Angulo é a inclinagfio reciproca de duas linhas que se
incontram n’um ponto.

As duas linhas chamam-se lados do
angulo ; e o ponto de intersecgio, ver-
tice.

Designa-se um angulo por tres let-
tras ou s6 pela do vertice, pondo so-
bre ella um pequeno angulo. A fig.3
representa o angulo Cou 4.C B, de-
vendo collocar-se a lettra do vertice
sempre no meio.

15. Para se comprehender melhor %NE
0 que acabamos de definir, imagine-
se sobre a recta 4B (fig. 4), uma Fig.8

outra CD que se confunde com a

primeira; se a recta CD girar em-torno do ponto C, conser-
vando-se no mesmo plano, toma ella differentes posigdes sue-
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cessivas CD', CD", CD'", ete., determinando tambem suc-
cessivamente differentes angulos D CD!, DCD!", DCD!,
etc., cuja grandeza vae augmentando.

Concluinos que a grandeza de um angulo nio depende do
comprimento dos seus lados.

Dois angulos dizem-se eguaes quando, ajustados os verti-
ces ¢ assentando um lado de um sobre um lado de outro, os
outros lados se confundem ; e, quando se nio confundirem, serd

maior o angulo dentro do
B gual fica o segundo lado
o outro angulo.
i n' 16. Angulos adjacen-
tes.—Sdo os que téem
3 um lado commum e os ou-
B. foh 2 tros em linha recta; a
““““““ sua somma é egual a dois
¢ ©» © rectos.
Quando os angulos ad-
'Fig.4 «  jacentes ACD'' e D!'CB
(fig. 4) sdo eguaes, cha-
mam-se rectos e a recta D'/ C diz-ge perpendicular a 4B. Os
angulos menores gue um recto (como, por
¢ B exemplo, D/ CB) denominam-se agudos; os
maiores (como D''CB), obtusos. As linhasg
que formam com outra angulos adjacentes
9 deseguaes, e dizem-se obliquas.
17. Os angulos que téem o mesmo vertice
‘e sio formados pelos prolongamentos dos la-
dos, denominam-se wverticalmente oppostos.
“n Assim os angulos AOD e COBou AOCe
A D BOD (fig. 5) sdlo verticalmente oppostos.
Fig. 5 18. Os angulos cuja somma for egual a
dois rectos, sio supplementares; e, se for egual
a um recto, sdo complementares.

19. Bissectriz de um angulo é a recta que o divide em
duas partes eguaes. A linha CD (fig. 8) é a bissectriz do
angulo 4 CB.

R0. Todos os angulos rectos sio eguaes.—Sejam os angulos
rectos 4 CD, 4'C'D'!, D C B, D' C' B! (fig. 6); queremos de-
monstrar que estes angulos sdo todos eguaes. Sendo D C e
D! O respectivamente perpendiculares a 41B e a A! B! serd
ACD=DCB e A C'D!'=D! C'B!. Se ajustarmos a recta
4B sobre 4' B! de maneira que o ponto C fique sobre C/, a
recta C'D cahird sobre C' D/, porque se tomasse outra direc-
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¢iio C' D' teriamos D' C' B'< D" C'A'; mas A'C'D' = D' C' B';
esendo D' C' B! < D' C}B' ¢ D" €' A'>
A ¢' D!, a recta C D nio era perpendicu- v

lar a 4 B e formaria com esta recta an-
gulos deseguaes ; isto é, 4 C D ndo era re-
cto, 0 que é contra a hypothese. A —
Concluimos que CD se ajusta sobre ¢
(' D', e que os quatro angulos sfio eguaes. P
21. 4 somma de todos os angulos for- CEDg
mados em-torno de um ponto para o mesmo
lado de wma recta wvale dois rectos. —
Sejam os angulos 4 CD'"', D'""CD' e A - — P
D! CB (fig. 4), e formando com CD' os ¢
angulos rectos 4 CD!' e D' C B; a som- Fig. 6

ma dos angulos dados vale dois rectos
porque é egual & dos angulos ACD' e D!'CB.

22. A somma de todos os angulos formados em-torno de um
ponto por qualquer numero de rectas vale quatro rectos.—Sejam
os angulos 40B, BOC, COD e
DOA (fig. 7). Prolongando a recta B
A O sabemos que a somma de todos os
angulos formados para a parte superior c
degAE vale dois rectos (R1) (v), assim 5. /}:
como a dos formados para a parte in- L
ferior; portanto a somma de todos os ~D
angulos dados vale quatro reetos.

28. 0s angulos verticalmente oppostos Fig. 1.
sdo equaes— Sejam os angulos 40D e
COB (fig. b); temos que 4 0D B O D = dois angulos re-
ctos (1) e C O B+ B 0.D=dois angulos rectos; se a estas
sommas, que s30 eguaes, tirarmos o angulo commum B O D,
os restos ficardo eguaes, isto é, 4 0D = C 0 B, o que ce que-
ria demonstrar.

24. Os angulos eguaes téem supplementos ou complemen-
tos eguaes. Reciprocamente os angulos que téem supplemen-
tos ou complementos eguaes, sdo egunaes.

Perpendicnlares e obliguas

25. De um ponto ndo se pdde tirar sendo uma perpendicu-
lar a wma recta.— Supponhamos o ponto €' na recta A' B/

(%) Os numeros indicados dentro do parenthesis referem-se aos paragiapho:
que se devem consultar,
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(fig-6); se por esse ponto pudesscmos tirar duasperpendiculares
C'D''e C'D", os dois angunlos B/ C!' D! e B! ! D! seriam re-
ctos ¢ portanto eguaes, o que ¢ absu:do, porque um contém
0 outro.
e o ponto U existe féra da recta 4 B (fig. 8), ndo se péde
abaixar seniio uma perpendicu- -
lar sobre a recta. Dobrando a
parte superior do plano em-tor-
no de 4 B, o ponto D cahird em
D'; 0s angulos ACD e ACD!
sdo eguaes e rectos; portanto
A C é perpendicular a D D/; e
B esta recta, perpendicular a 4 B,
Para se demonstrar que gual-
quer outra recta D E nio péde
% ser perpendicular a 4 B, dobre-
N e o plano como acima fizemos.
v O ponto D torna a posigiio I/,
L D C ajusta-se sobre CD'e DE
Fig. 8 sobre 7 D'. 8endo D E perpen-
dicular a A B, os angulos
D C4 e dCD' siorectos, e alinha D CD! recta; mas, sen-
do D I tambem perpendicular a 4 B, temos que os angulos
DECe CED sio tambem rectos e a linha D ED' serd
uma recta, o que fica absurdo porque nio péde haver entre os
pontos D e D' dunas linhas que se possam distinguir.

28. 4 perpendicular baizada dewum ponto para uma recta ¢
menor do que qualquer obliqua tirada do mesmo ponto para a
mesma, recta.— Seja a perpendicular D C e a obliqua D E
fig. 8); queremos demonstrar que DC' é menor que D E. Do-
bre-se aparte superior do plano em-torno de 4 B; e, sabendo
(4) que a linha recta é a mais curta distancia entre dois

pontos, temos:
DD DED!

»

e serd

o DD b DEDI

2 2

mag metace de D D' é D C, e metade de D BED! & D E; logo,
como se pretendia demonstrar: D C<_ D .

7. Se duas obliquas tiradas de wm ponto exlerior para uma
recta se desviarem egualmente do pé du perpendicular baiza-
da do mesmo ponto sobre a recta, sio equaes; e é maior a que
se desvia mais.—Vamos provar que sendo CE— C F (6g. 9)

Y
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as oblignas D E e D F sio eguaes. Dobrando o plano pela
perpendicular D C, como os angulos DCB e DCA sio
egnaes, a recta C' B ajusta-se sobre C4, e portanto o ponto
F' cahird sobre I, visto que CF=C E; logo a recta D I
ajusta-se exactamente sobre D E; isto é, silo eguaes assim
como os angulos C DF e CD E. Se, porém, for CG > CF, a
obliqua D G' serd tambem maior que D F, como vamos de-
monstrar, Dobrando o plano por 4B temos (7) que

DGD'>DFD!
sera da mesma forma

1 1
—Q-DGD’>;DFD’

1
mas —2—DGD’—=DG
1
8 ;DFD':DF’
logo DG >DF ou DE

e o angulo C'D G maior que C'D F.

28. Concluimos pelos principios que acima demonstrdmos
que do mesmo ponto ndo se podem tirar para uma recta tres
obliquas eguaes, nem duas para o mesmo lado da perpendi-
cular baixada d’esse ponto sobre a recta. .

29. A perpendicular ao meio de uma recta tem cada um dos
seus pontos egualmente afastados dos extremos d'essa recta.—
Sejn D um ponto tomado na perpendicular D C (fig. 8) le-
vantada ao meio de EF, serd D E= DF (27,) porque sio
duas obliquas que se afastam egualmente do pé da perpen-
dicular. Qualquer outro ponto tomado féra da perpendicular
ndo estd egualmente afastado dos extremos da recta. Seja o
ponto F (fig. 9) que ndo estd sobre a perpendicular C'D le-
vantada ao meio de 4 B; unindo esse ponto com o0s extremos
4 e B da recta, 4 I intercepta a perpendicular no ponto %,
€ temos

AF=BPF (27)
mas EB< BFE--FE (4)
€ como B ="k
temos EB<L AP+ FE
isto & EBEA

0 que se queria demonstrar.
30. Baixando de um ponto uma perpendicular sobre uma
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recta, a distancia d’esse ponto 4 re-

b cta mede-se pela perpendicular.

E 31. 4 bissectriz de wm angulo estd
equalmente afastada dos lados d’es-
se angulo.— Seja o sngulo 4 OB

¥ (fig. 8) e C D asua bissectriz; bai-

: xando do ponto g perpeundiculares

/ sobre os dois lados e dobrando a

figura por C D, o lado C 4 ajusta-

/ se sobre C'B, assim como as per-

A ¢ B pendiculares tiradas do ponto g,

(que medem as distancias aos lados
Fig. ¢ do angulo), porque se nio ajustas-
sem haveria d'este mesmo ponto
duas perpendiculares 4 mesma recta, o que é absurdo.

82. Di-se o nome de logar geometrico 4 serie de pontos
que téem a mesma propricdade. Assim a perpendicular ao
meio de uma recta é o logar geometrico de todos os pontos
equidistantes dos extremos: a bissectriz de um angulo é o lo-
gar. geometrico de todos os pontos do plano equidistantes dos
lados.

Parallelas

L ]
33. Rectas parallelas sdo as que, situadas no mesmo pla-

RO, CONSErvamn Sempre espacos eguaes
entre si. Assim a recta 4 B (fi. 10) é pa-
rallela a €D, porque se a prolongassemos
nio incontraria esta recta. A recta 27 I
que corta as parallelas nos pontos G e 77,
= " chama-se transversal ou secante, e férma
differentes angulos que téewm as seguintes
denominagoes:

EGDB) o
ity SC HF)| Alternos-externos

E G A ) Pl »

D HF\

AGH

GID alternos-internos
Internos BGH
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]Cagﬁ‘ externos do mesmo lado da secante
EGB
DHEF
é?{fUI internos do mesmo lado da secante
gl%g » » » » » »
gg JI; correspondentes

BGH;

n N » »n »n »

»

DHF
EGA
EHC
AGH :
CHF

84. Uma recta perpendicular a oulra éincontrada por qual-
quer obliqua a essa mesma_ recta.— Este principio, conhecido
pelo nome de postulado de Fuclides, é em que se baseia a
theoria das parallelas.

85. As perpendiculares & mesma recta sGo parallelas entre
si—Sejam as perpendicalares CD e Ii I (fig. 11) 4 recta
A B; se, prolongando ar, ‘e incon-

trassem em um ponto D', con- D'
cluiamos que do mesmo ponto D’ £
se podiam abaixar duas perpendi- H
culares sobre a mesma recta, o (4 3l

que ¢ impossivel. Pela reciproca
deste principio temos que, se
uma de duas parallelas for per-
pendicular a uma recta,a outra L
tambem serd perpendicalar;o que a = B
facilmente se péde demonstrar. LS i
86. Por um ponto dado féra de iR

uma recta ndo se pdde tirar sendo uma parallela a essa recta.—
Seja o ponto dado K e a recta A B (fig. 12 ; para tirarmos uma
parallela a esta linha pelo ponto I, baixamos d’este ponto uma
perpendicular I F, e no extremo £ levantamos uma perpen-
dicular €D a E F. Pelo que j4 demonstrdmos (85), sabemos
que C'D ¢ parallela a 4 B; e pelo ponto dado nio é possivel
tirar outra, porque qualquer recta C' D' & obliqua a E I e
incontraria 4 B (84); o que prova que nfo se pdde pelo pon-
to X tirar mais do que uma parall la 4 B,
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87. Duas parallelas sio equidistantes em todos os seus pon-
fos.—Scja A B parallela a C'D (fig. 12) e sobre esta recta mar-
quem-se 0s pontos G e L e baixem-se sobre 4 B as perpen-
diculares G H e L M; divida se, pelo ponto B, G L ao meio
e baixe-se a perpendicular

€ I; F. Dobrando a figura por
c G Lo o L » EF, as rectas ED e I'B
B e o cahirdo sobre E C e FA4; o

i ponto L cahird sobre G, e M

A T T M B sobre H, visto ser EL=EG

e I'M=FH; logo LM

Fig. 1% ajusta-se sobre G' H, porque

alids seria falso um princi-

pio ji demonstrado (25); concluimos, pois, ser G H = L M,
o que se pretendia provar.

88. Os angulos alternos-internos e os alternos-externos for-
mados por duas parallelas cortadas por uma secante sdo equaes.
—Temos 4 B parallela a CD, ¢ K F a secante (fig. 13) que
corta as parallelas nos
pontos (G e H; vamos pro-
var que o angulo 4 G K é
cgual a DHF, e G HD
egual a 4 G H. Divida-se
a0 meio G H pelo ponto O
e tire-se L M parallela a
A B. Sc imaginarmos cor-
tada a figura por L M e se
fizermos girar a parte in-
ferior do plano em-torno
do ponto O, até que a par-
te OM se ajuste sobre
O L, tambem O F se ajus-
tard sobre O K, visto que
os angulos LOF ¢ EOM (verticalmente oppostos) sdo
eguaes; e, como fizemos O H egual a O I, segue-se que o
ponto I cagird sobre o ponto G, e a recta H D sobre G- A por-
que sdo parallelas a L M.

Vé-se, portanto, H F perfeitamente assente sobre G E, e
I D sobre G A4, isto é o angulo AGE=DHLF, GHD
=AGH, e do mesmo modo GB=CHZF e BG H=
CHG@G.

89. As parallelas cortadas por wma secante formam os an-
gulos correspondentes ejuaes— Sejam as parallelas 4 B e C D
e a secante K/ 17 (fig, 13); queremos demonstrar que os angu-
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Is G B e G H D sio eguaes. Sabemos que G HD =4 G H
(33) mas A G H= E G B (23) logo:
GHD=EGC

40. Iim duas parallelas cortadas por uma secante, 0s angulos
intrnos ou externos do mesmo lado d'esta linha sdo supple-
men‘os.— Sabemos (fig. 13) que CH G = B G H; mas C HG
& swplemento de G H.D; logo os dois angulos internos G H D
e BG H sio supplementos. De modo identico demonstra-
riamos que os angulos externos do mesmo lado da secante
silo supplementos.

41. Por wm ponto tirar uma parallela a uma recta.— Beja
o ponfo I e a recta 4 B (fig. 12); baixando do ponto Z a per-
pendieular % F sobre A B e pelo mesmo ponto a perpendicu-
lar CD a E F, temos (85) a recta CD parallela a 4 B. Po-
demos resolver este problema empregando a regua e o esqua-
dro. Para se tragar uma parallela a 4 B (fig. 14) ajusta-se
um dos lados do esqradro a b
com a recta dada, e ao outro
lado a¢ do esquadro ajusta-
se uma reguaj segurando esta
e fazenlo escorregar o esqua-
dro a0 longo da regua até que
o lado b a incontre o ponto
dado, e tracando 4' B/, sup-
pondo que esta recta passa
pelo ponto dado, temos resol-
vido o problema (39). Na mes-
ma figura se vé, pelo que aci-
ma dissemos, que a recta
C' D' é panllela a C D.

42. Dois angulos que téem
o0s lados parallelos sio equaes
ou supplementos.— Sejam os
angulos A BC e A' B! €' {fig. 15) que téem os lados A B e
A'Bl, B C e B'C' respectivamente parallelos, queremos de-
monstrar que estes angulos sio eguaes. Unindo por meio de
uma recta os vertices dos angulos dados, temos (21) que:

DBA+4+ABC+CBE-=2r()
e DB A+ A B C+CBE=2r
logo DBA+ABC+ CBE=DB'A'+A4'B' C'+CBE

Fig, 14

(%) A lettra » depois do algarismo, designa que sho tautos angulos rectos
quantos o algarismo indica,




16 BIBLIOTHECA DO POVO

ma: como DBA=DB A
e CBE=C B E (39)
concluimos que ABC=4'B ¢

Os angulos ABC e A' B! (' (fig. 16) que téem os lados
A Be 4B, B Ce B! (' respectivamente parallelos, sio sup-
plementos. Unindo os vertices dos angulos dados, temos:

DBA =D B A (39%

e CBBl==C BB (38
(d
i) Tiph v
D % / \ Lo
£ \A' ¢
Fig. 15 Fig, 16

gsommando as egualdades temos:

DBA+ CBB!'==DB!'A' 4 CB!B ou A B ¢!
mas DBA+ CBB 4B C=2r(21)
logo 4/ B! €' 4 A B C=2r; isto é, siio supplementos.

48 Dois an-
gulos que téem 08
lados perpendi-
culares s@o
equaes ou supple-
mentos.— Os an-
gulos A4BC e
4 B' (' (fig. 17)

---- (A que téem os la-

iy dos ABe A' B/,

e B Ce B!C' res-

A ¥ o . ] 3 pectivamente
> perpendiculares

Fig. 17 Fig. 18 sflo eguaes. Tra-

¢ando B' D pa-
rallela a B 4, e B! E parallela a B C, serd B! D perpendicu-
lar a 4’ B'e B/ B perpendicular a B/ ¢! (85), logo os angu-
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los A' B'D e C' B' E siio rectos e portanto eguaes. Se tirar-
mos a estes dois angulos o commum €' B! D, ficard A' ' C!
=DB E; mas DB E=ADB (C (42);logo 4 B C=4'B'(,
o que se desejava demonstrar.

Os angulos 4 B C e A'B' C (fig. 18) que téem os lados
AB e 4' B!, BC e B (), respectivamente perpendiculares,
sdo supplementos. Tracando B’ D parallela a AB, e B' E
parallela a B C, serd o angulo A B C= D B' I/ (42); e, como
sdo rectos os angulos 4'B'D e (! B! I (85), concluimos
(82) que os angulos 4'B' C' e D BI'E ou 4 B C sio sup-
plementos.

"CIRCUMFERENCIA
Defini¢cdes

44. Gircumferencia.— E' a linha curva, cujos pontos, si-
tuados no mesmo plano (fig. 19) estdo egnalmente afastados
de um ponto interior C chamado centro.

Esta curva descreve-se com um instrumento denominado
compasso. O compasso é um instrumento de metal que consta
de duas hastes ou pernas ligadas de modo que se podem ap-
proximar ou afastar girando em-torno de uma charneira. Em
alguns compassos as hastes terminam por agulhas, que se se-
guram por meio de parafusos. Ha duas pegas, o porta-lapis
e o tira-linhas, que se podem adaptar a uma das hastes, se-
gundo gueremos tragar a curva com lapis ou com tinta. Quan-
do se quizerem tragar circumferencias muito grandes, aceres-
centa-se uma das hastes, juntando depois & pega addicional
o porta-lapis ou o tira-linhas; se, porém, as circumferencias
sd0 muito pequenas, emprega-se o compasso denominado de
circulos minimos. Este instramento denomina-se compasso sim-
ples quando se lhe ndo péde adaptar o porta-lapis ou tira-
linhas; e no caso contrario, compasso composto.

Circulo é a superficie limitada pela circumferencia. O pon-
to C (fig. 19) diz-se centro do eirculo.

Arco de circulo é uma por¢io qualquer da circumferencia.
Um arco de circulo designa-se pelo signal = ; assim temos

(fig. 19) os arcos :@, ﬁ, ete.

Raio é qualquer recta que tem um dos extremos no centro
do circulo e o outro extremo em um ponto da cireumferencia.
Na fig. 19 as rectas C 4, € B e C D, sio raios do circulo.

Diametro é a recta que tem os extremos na circumferencia
e passa pelo centro. Dois raios em linha recta determinam
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um diametro que divide a circumferencia ¢ o cireulo em duas
partes eguaes, a cada uma das quaes se dd o nome de semi-
circumferencia e semi-circulo. A recta B D (fig. 19) é um dia-
metro.

Corda é a recta que une as extremidades de um arco. A re-
cta I F (fig. 19) é uma corda. ;

Tangente ¢ a recta que toca a circumferencia em um pon-
to. A recta ST é uma tangente (fig. 19), e D (unico ponto
commum 4 recta e & circumferencia) denomina-se ponto de
contacto ou de tangencia. |

Secante é a recta indefinida que corta a circumferencia
em dois pontos. A recta H I (fig. 19) é uma secante. :

Sector circular é a por¢do do plano do circulo (fig. 20) li-
mitada pelos raios C'4 e C'B e pelo arco de cirealo 4 B.

Fig. 19 Fig. 20

Segmento circular & a porgdo do plano do cireulo limitada
pela corda D E (fig. 20) e pelo arco do circulo D F E.

Zona é a porgio do plano do cireulo limitada por duas cor-
das parallelas G H e I J (fig. 20) e pelos arcos G I e H J.

Todos os raios do mesmo circulo sfio eguaes; portanto to-
dos os diametros do mesmo circulo tambew siio eguaes, visto
que cada um d’elles é egual ao dobro do raio. Uma ecircumfe-
rencia ou um circulo péde designar-se pelo seu raio.

Circumferencias concentricas sio as que téem o mesmo
centro.

Corda circular é a porgdo do plano comprehendida entre
duas circumferencias concentricas.

Circumferencias excentricas sio as que niio téem o mesmo
cenfro. As circumferencias excentricas sfio excentricas exte-
riores (fig. 21), ou excentricas interiores (fig. 22). Nas excen-
tricas exteriores a distancia dos centros é maior que a som-




GROMETRIA PLANA 19

ma dos raios; nas ex-
centricasinteriores éme-
nor que a sua differenca.

Circumferencias se-
cantes sio as que se cor-
tam ou que téem 86 dois
pontos communs. A dis-
tancia dos centros de

Fig. 21 Tig. 22 duas circumferencias
secantes é menor que a
gomma dos raios e maior que a sua differenca.

Circumferencias tangentes sio as que téem um s6 ponto
commum, que se denomina ponto de contacto. Quando uma
das circumferencias tangentes est4 dentiro da outra, denomi-
nam-se tangentes interiores; e quando estd fora, tangentes ex-
teriores. Nas cireumferencias tangentes interiores, a distan-
cia dos centros é egual 4 differenca dos raios; e nas tangen-
tes exteriores, é egual & sua somma.

45. Como dissemos, o instrumento empregado para tracar
uma circumferencia é o compasso; fixa-se a extremidade de
uma das hastes sobre o plano; e movendo o compasso de mo-
do que a outra extremidade, armada com o porta-lapis ou ti-
ra-linhag, esteja assente sobre o plano, temos assim tragada
a curva. Se prendermos um cordel a uma haste fixa em um
ponto, e ligando 4 outra extremidade um bcecado de madeira
(agucada em um dos extremos) fizermos girar esta em-torno
da extremidade fixa, descreveremos uma circumferencia.

46. As circumferencias e os circulos que téem raios eguaes,
sdo eguaes— Dadas duas circumferencias de raios eguaes,
ajustando os centros e os planos, as curvas confundem-se.

47. O diametro divide a circumferencia e o circulo em duas
partes equaes.— Se dobrarmos o plano do circulo pelo diame-
tro B D (fig. 19), de modo que B 4 D assente sobre B E D,
todos os pontos do primeiro arco cahiriio sobre os do outro ar-
co; porque, se nilo se sjustassem, nfo seriam todos os pontos
equidistantes do centro.

48. O diametro é a maior de todas as cordas.— Na circum-
ferencia de raio O 4 (fig. 23) tire-se o diametro 4 B e a cor-
da 4 C; queremos demonstrar que A B & maior que 4 C.
Unindo o centro O com o ponto C (extremo da corda), temos
que (4):

AC<A40+0¢C

mas sabemos que todos os raios do mesmo eireulo sio eguaes,
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00 =108

ACL A0} 0B

AC<AB

o que se pretendia demonstrar.

49. A perpendicular baizada do
ceniro sobre wma corda, passa pelo
meio da corda e pelo meio do arco.
—Seja a corda L M (fig. 23) ¢ a
perpendicular O I; queremos de-
monstrar que esta perpendicular di-
vide ao meio a corda L M e o arco
LD M. Dobrando a figura por 0D,
as duas semi-circumferencias ajus-
tam-ge, ZZM cahird sobre £ L; logo
o ponto, M cae sobre L, d’onde se
conclue que o pento X constitue o
meio da corda, e o ponto D o meio
do arco.

50. Tres pontos ndo em Linka recta, determinam uma circum-
ferencia.— Sendo dados os tres pontos 4, B e C (fig. 24) que

determinam a linha quebrada
A B C, levantando ao meio de 4 B
a perpendicular D K, temos (29)
que todos os pontos d’esta linha
estllo egualmente afastados de 4 e
B, agsim como todos os pontos da
perpendicular F G levantada ao
meio de B C, estio egualmente
afastados de B e C; logo o ponto
0, .onde se interceptam as perpen-
diculares, estd equidistante de 4,
B e (, isto &, serd o centro do eir-
culo euja circumferencia passa pe-
los pentos dados.

51. No mesmo circulo ow em circulos eguaes, a arcos equaes
correspondem cordas eguaes, e @o arco maior corresponde cor-
da maior.— Queremos demonstrar que, sendo o arco 4 C egnal
a0 arco L M (fig. 28), a corda 4 C & egual & corda L M. Di-
vidindo o arco 4 L ao meio pelo ponto &, e tirando o diame-
tro G H, dobra-se a figura por esta linha; as semi-circumfe-
rencias ajustam-se, o ponto L eahird sobre o ponto 4, visto

e

~
termos feito 4 G = G L, e como 4 C = L M segue-se que o
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ponte MM cahird sobre o ponto C, d'onde concluimos que as
cordas 4 C e L M sio eguaes, o que se pretendia provar.
o\ — »
Se for, porém, 4 B > 4 C (fig. 25) vamos demonstrar que
a corda 4 B3 ¢ maior que a corda 4 C. Baixando do ponto O,
centro do circulo, a perpendicular O D sobre a corda C B,

sabemos que (4):
ACAELEC

mas como EC=EB (R9)
temos ACLAE | EB
ou AC<AB

o que se pretendia demonstrar.

O principio que acabdmos
dedemonstrar, e em que consi-
derdimos as cordas no mesmo
circulo, analogamente o de-
monstrariamos se fossem da-
dos em circulos differentes,
Com 0 mesmo raio. o

52. No mesmo circulo ou
em circulos equaes, cordas
eguaes sao equidistanies docen-
tro, e a corda maior dista me-
nos.—Sejam 4. C e L M ag
cordas eguaes (fig. 23); va-
mos demonstrar que O e Fig., 25
O E! perpendiculares tiradas
do centro sobre as cordas, s3o eguaes. Dividindo o arco 4 L
a0 meio pelo ponto G, e tirando o diametro G H, dobre-se a
figura por esta linba; as semi-circumferencias ajustam-se, &
corda L M assenta sobre 4 C' e portanto o ponto 7, que di-
vide a0 meio L M, cahird sobre £/ que divide ao'meio 4 C;
d’onde concluimos ser OF egual a OF, Se for, porém, a cor-
da A/ B> A C! (fig. 25), ser4 0 B' < 0 Bl Visto ser O B!
perpendicular a A/ B, serd 0 B! < O B!l (26); mas O E!ll
< OE'; logo com maior razio seré O E'<ZOE, o que se de-
sejava demonstrar.

93. A tangente & circumferencia ¢ perpendicular ao rato ti-
rado para o ponto de contacto.— Seja a tangente 4 circumfe-
rencia 7’7" (fig. 25); a recta O C serd o raio. Se do ponto O
88 tirarem outras rectas O €/, O C!! ete., serdio todas maiores
que O 0, pelo que concluimos (26) que esta recta é a menor
que se pode tirar do ponto O, e portanto 6 perpendicular 3
tangente, |
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54. Duas cordas, parallelas interceptam na circumferencia
arcos eguaes.— Vamos demonstrar que, sendo a corda A B pa-
rallela a C D (fig. 26),0 arco 4 €' 6 egnal a B D. O diametro
£ F perpendiculara 4 B sel-o-ha tambem a C'D; dobrando por
B F a figura, as semi-circumferencias ajustam-se; o ponto 4
cae sobre o ponto B, e C sobre o ponto D, pelo que conclui-

e B
remos ser 4 C= B D, o que se pretendia demonstrar.
55. Tracar uma parallela a wma recta dada.— Seja A B
a recta dada (fig. 26); faz-se centro em um ponto qualquer O
descreve-se uma circumferencia de modo que cérte a recta

dada nos pontos 4 e B; fazendo @: @, arecta CDé
parallela a 4 B (54).

56. Duas circumferencias que téem um ponto commum fora
da linha que une os centros, cortam-se reciprocamente em outro
ponto.— Sejam as circumferencias de raios O 4 e O A que
se interceptam em um ponto 4 (fig. 27); tire-se d'este ponto

Fig, 27

uma perpendicular sobre OO0/ e faga-se C'B egual a 4 C.
Temos pois que o ponto B pertence & circumferencia de raio
0 4, visto ser O 4 egual a O B, assim como pertence 4 cir-
cumferencia de raio O' 4, visto ser 0/ 4 egual a O' B; por-
tanto o ponto B é commum &s duas circumferencias, o que
se pretendia demonstrar.

Sendo 0OA=0B e 0'4=0!B, temos que a recta O O/
tem dois pontos equidistantes dos extremos de 4 B, e portan-
to é perpendicular ao meio d'esta recta ; d’onde concluimos
que nas circumferencias secantes a linha que une os eentros
¢ perpendicular ao meio da corda commum,
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5%. Levantar uma perpendicular ao meto de uma recta.—

Seja a recta 4 B (figura 28); fazendo centro em A descreve-
se um arco de circulo com um raio maior
que metade de 4 B, e com o centro em .
B e com o mesmo raio descreve-se ou- A
tro arco de circulo que intercepta o pri- ol o
meiro nos pountos C'e B; arecta CD é
perpendicular ao meio de 4 B (29).

. : et il oy
58. Dada wma circumferencia ou um A o7
arco de circulo, achar o centro.— Seja i i
dada a circumferencia (fig. 24) e to- N
mem-se n'ella os tres pontos 4, B e C; ¢
tirem-se as cordas 4 B e B C, e ao meio i
d’ellas levantem-se as perpendiculares Fig. 28

DE e FG; o ponto O (onde se inter-
ceptam as perpendiculares) é o centro do circulo (50).

59. Dwidir um angulo, ou arco, em duas partes equaes.—
Seja o angulo 4 C B (fig. 3); fazendo centro em Ce com qual-
quer raio Ca descreva-se o arco a b; tire-se a corda a b e ao
meio d’esta linha levante-se a perpendicular C D. Pelo que
jd demonstrdmos (49), temos que a recta C D é a bissectriz do
angulo dado e do arco ab ; isto é, divide-o em duas partes
eguaes.

Medicao dos arcos e dos angulos.
Divisao da circumferencia

60. Péde avaliar-se a grandeza de um arco por duas ma-
neiras: pelo seu comprimento em metros, centimetros e mil-
limetros, ou pela sua relacdo com a circumferencia. Para fa-
cilitar esta comparagdo, suppde-se a circumferencia dividida
em 360 parte eguaes, chamadas graws. Cada grau subdivide-
se em 6') minutos e cada minuto em 60 segundos; assim uma
circumferencia tem 360 graus, 21:600 minutos e 1.296:000
segundos. Esta divisdo denomina-se sezagimal. Um arco de
14 graus, 7 minutos e 20 segundos, escreve-se da seguinte
férma: 140 7' 20/ (os signaes 0 ! /I designam graus, minutos

30
¢ segundos). Se tivermos um arco de 309, elle vale

cumferencia; do mesmo moedo um arco-de 300 10/ 20 ou
08:620

SR
1.296:000 -

da ecir-

108:620/ sera a circumferencia.
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Ha outra divisiio da circumferencia denominada centesimal,
na qual a cirecumferencia se divide em 400 partes eguaes,
que se denominam grados ou graus centesimaes (que se
designam por gr); cada grado subdivide-se em 100 minutos
centesimaes e cada minuto em 100 segundos centesimaes. Esta
divisfio ndo tem side adoptada.

61. Para medir um angulo faz-se centro no seu vertice e
descreve-se um arco de circulo que tenha os seus extremos
nos lados do angulo. Assim, a um angulo corresponde um ar-
co de circulo, cujo numero de graus e minutos (d’esse arco)
determina o maior ou menor afastamento dos seus lados. Os
angulos que téem o vertice no centro, denominam-se angulos
@o centro; € no caso contrario, angulos excentricos.

Angulos inscriptos sio 08 que téem o vertice na circumfe-
rencia, e cujos lados so duas cordas.

62. No mesmo circulo ou em circulos equaes, angulos ao cen-
tro equaes interceptam arcos equaes.—Sejam os angulos eguaes

e e

AO0B e COD (fig. 29); queremos demonstrar que A B= C D,
Dividindo ao meio o arco B C pelo ponto Z, tire-se o diame-
tro EF; e dobrando por elle a

D -figura,oponto B cahird sobreopon-

to C, visto ser B = B C, e por-
tanto O B ajusta-se com O C, e
O A tomard a direcgiio de O D; lo-

s
goﬁ agsenta sobre CD; isto &,
sdo eguaes.

63. Os angulos ao centro deter-
minados no mesmo circulo ou em
circulos eguaes, estdo entre si como
o0s arcos.— Descrevendo dos verti-
ces B e b, dos angulos 4B C e

Tig. 29 a b c (fig. 30),arcos de circulo com
os raios B D e bd eguaes, quere-
B¢ \pg
mos demonstrar que —— == __,
abe de

Supponhamos que o angulo tomado por unidade se eontém
duas vezes em a b ¢ e cinco vezes em 4 B C; temos portanto
ABC 5

que entre og dois angulos a razdo serd: ——— =—.
abel 2
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3

1 Mas, pelo que ja demonstrimos (62), concluimos qual a ra-
5
s JOIIE 4 8 s
730 entre o3 arcoy — —=—; e d’aqui temos o que se pre-
TN
de 2

=
ABC
tendia demonstrar: —— = D E.

abe 7,3‘(,\

Pelos principios que acima demonstrdmos, comprovando o
que mais acima dissemos, eonclui-
mos que, sendo o arco uma grandeza
denatureza differente do angulo, po-
demos procurar a medida do arco
em vez damedida do angulo, tomando
por unidade de medida, para este, &
que se considere como unidade prin-
cipal dos arcos.

64. Para se conhecer a grandeza
de um angulo emprega-se um ins-
trumento denominado #ransferidor
(fig. 31), que é um circulo ou semi-
circulo graduado. Este instrumento Fig. 30
0 mais usual, semi-cireular, divide-
se em 1809, sendo duplicada a graduacio, como se vé na figu-
ra. Para se conhecer o valor do angulo 4 C B (fig. 3), ecllo-
ca-se o centro do semi-cireulo graduado ou ponto-de-fé no ver-
tice C do angulo dado, e sjusta-se o raio que passa pelas di-
visdes 00—1809 ou 1800—0Y com um dos lados do angulo; o
outro lado marca o numero de graus, isto &, a grandeza do
angulo. O angulo que tem por medida um arco de 90°, de-
nomina-se angulo recto ; se tem mais de 90°, angulo obluso;
se tem menos, angulo agu-
do.

65. Construir um angulo
egual a um angulo dado.— Pa-
13 construir um angulo egual
a A CB (fig. 3), sobre uma
recta, faz-se centro em um
ponto qualquer d’ella, e com
um raio arbitrario descreve-
Se um arco de circulo; fazen- Fig, 31
do centro em C vertice do an-
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gulo dado e com 0 mesmo raio, desereve-se outro arco de cir-
culo que intercepta os lados do angulo nos pontos a e b. To-
mando a grandeza da corda a b, transportando-a para o pri-
meiro arco, de modo que um dos extremos esteja no ponto em
que o arco intercepta a recta, e unindo o outro extremo com
o centro do arco, temos construido o angulo egual, visto te-
rem por medida arcos egunaes. :

66. Por um ponto dado tirar uma parallela a uma recta.—
Seja arecta 4 B e o ponto / (fig. 12); baixando d’este ponto
a perpendicular & F sobre a recta dada, e tirando pelo ponto
E a perpendicular CD a K F, a recta C.D é parallela a
A B (85).

Péde resolver-se este problema por outro processo: seja
A B a recta e H o ponto (fig. 13); tirando por H a recta I F,
faz-se n'este ponto um angnlo G D egual a E G' B, e temos
que C D (89) seré parallela a 4 B.

67. O angulo inscripto tem por medida a metade do arco com-
prehendido pelos seus lados.— Seja o angulo C A B (fig. 23)
formado por uma corda e um diametro; queremos demonstrar

Ze
que este angulo tem por medida a metade de B C. Tire-se o

T . AN
diametro G' H parallelo a 4 C; temos o arco 4 G egual a C H
(54); e como os angulos 40 G e B 0 H sio eguaes por se-

: AT s
rem verticalmente oppostos, temos 4 G = B H, e portanto

ZaN] SN i
C H= B H. Mas como silo eguaesos angulos C A B e HOB
(89), terdo a mesma medida; e como o angulo /7 O B tem por

Zemge I 720N ‘
medida A B ou o B (, serd esta tambem a medida do angu-
lo C A B, o que se queria demonstrar.

Se tivermos o angulo G' F H formado pelas cordas E G e

E H (fig. 26), tire-se o diametro B F ficando por elle dividi-
do o angulo dado em G E F' e I' i H. Sabemos pelo que aca-

A 1A~
bdmos de demonstar que a medida do angulo G & F e; GF,

L ey ;
e que a medida do angulo 7'/ H é 7y K H; logo a medida do
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sl T 1 e s
angulo G E H sers 5 G I+ 3 F H; isto é, metade de G H.

Se for o angulo Z M N formado pelas cordas L Me M N,
na posicdo representada na fig. 29, temos que a medida d'es-

2 ey .
te angulo serd tambem 5 LN. Tirando o diametro M 4, a

: il
medida do angulo LM A4 é o fA\, ea do angulo NMA é
1 s
g N 4; mas como o angulo dado LM N =LMA—~—NMA,

1 1
a sua medida serd b ol 2= = ﬁ isto é, metade de

TN :
L N, o que se queria demonstrar.

Concluimos que todos os angulos que, tendo os vertices na
circumferencia, interceptam com seus lados o mesmo arco ou
arcos eguaes, sio eguaes.

68. O angulo que tendo o vertice na circumferencia toca com
seus lados os extremos do diametro, é recto.— Como ji demons-
trdmos, este angulo terd por medida metade do arco interce-
pto pelos seus lados; logo a sua medida serd metade de 1809,
isto é, 90°; portanto o angulo & recto.

69. 0 angulo que tem o wvertice na circumferencia, e é forma-
do por wma corda e por wma tangente, tem por medida metade
do arco comprehendido entre os scus lados.—Seja o angulo
L b H (fig 26), formado pela tangente L He pela corda B H;
vamos demonstrar que este angulo tem por medida metade

el o i ;
de B AH, Tirando o diametro - & F sabemos, que o angulo
N e
L EF érecto (58), e tem por medida 5 EAF, e o angulo
B S\ et
I'E H tem por medida g FH (67); mas o angulo dado

LEH=LEF-+ FFEH; logo a sua medida sers




28 BIBLIOTHECA DO POVO

T b e . S
= BEAFR +—§'FH, isto ¢, metade de E A4 H, o que se pre-

tendia demonstrar.

70. O angulo que tem o wertice dentro do circulo, tem por
medido, metade da somma dos arcos comprehendidos entre seus
lados e os seus prolongamentos.— Queremos demonstrar que o

4 1 gl Zomrass QI
angulo 4 B C (fig. 32) tem por medida < 40 + o DE
G
AC+ DE
Y R Tire-se D C, e pelo vertice do angulo a

parallela a esta recta B F'; temos que os angulos F B C e
E C D so eguaes (38) assim co-

3 mo- 03 angulos ABF e ADC
(89); logo
ABFA4FBC=ADC+ DCE
ou ABC=ADC+ECD

Mas temos que a medida do an-

i g
gulo 4D C ==d C,eadoangulo

il s ;
ECD= = D E; portanto, serd a

medida do angulo

¥ s ey
ANB == E ACj'—E DE ou

e e
AC+DE

o Tl o que se desejava provar.

?1. O angulo que tem o wverlice fdra do circulo tem por me-
dida metade do arco concavo menos metade do arco convexo
comprehendidos entre os seus lados.—Seja o angulo 4" B! (1
(fig. 32) ; vamos demonstrar que a medida d’este angulo é

TR S 4' C'—D' B
=~ 4G — =D E' ou ———— . Tire-se arecta D! C

re | =
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e par D! uma parallela a esta recta D! 7. Sabemos que o
ungulo 4! Bl 0" = 4! D! F' (39), e D!"C' B! =F' D! (' (38);
sommando ordenadamente estas egualdades temos
ArBi @l 4- D' € Bl'= AI'DLC!
Subtrshindo D! €' B! a ambos os termos vem
A'B'C'=A'D'C'— D! ¢! B!;

) et
mas a medida do angulo 4' D! (1 = o 4! C" e a do angulo

1bamm
D! C' B! = 5 D! E'; serd portanto a medida do angulo

!
A'C'— D' B

15 HE e
Al Bl C/:T,' Gl BlROUSe e 0 que se

pretendia demonstrar.

72. Levantar wma perpendicular no extremo de uma recta.
—Seja a recta 4 B (fig. 33;; fazendo centro em um ponto qual-
quer O e com o raio OB, descreve-
se uma circumferencia que corta a
recta em nm ponto C; tirando o dia-
metro C D, a recta DB, ¢ perpen-
dicular & recta dada, porque o an-
gulo C B D (68) é recto.

Sabendo que a tangente é per-
pendicular ao raio no ponto de con-
tacto, facil € tirar uma tangente a g
uma circumferencia.

[

Tig. 83

Polygonos

73. Polygono.—E’ a figura plana terminada porlinhas re-
ctas, unidas duas a duas pelos seus extremos, de modo que fe-
chem espaco. As linhas que terminam o polygono, chamam-se
lados; e 0s pontos communs aos lados consecutivos, denomi-
nam-se vertices. Um polygono designa-se por lettras que se
collocam nos vertices.

Os polygonos téem differentes nomes, segundo 0 numero dos
seus lados.

Polygono de 8 lados — Triangulo ou trilatero
» de 4 » — Quadrilatero
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Polygono de 5 lados — Pentagono

» de 6 » — Hexagono

» de 7 » — Heptagono

» de 8 » — Octogono

» de 9 » — Enneagono

» de 10 » — Decagono

» de 11  » — Endecagono

» de 12 » — Dodecagono

» de 15 = » — Quindecagono ou pentadecagono.

de 20 » — Icosagono.

Um polygono diz-se regular quando tem eguaes todos os
seus lados e angulos.

Nos polygonos regulares o ponto egualmente afastado dos
vertices denomina-se centro do polygono; a recta tirada do
centro para qualquer vertice do polygono, denomina-se raio
do polygono; a perpendicular baixada do centro sobre qual-
quer dos lados, diz-se apothema.

‘Os angulos de um polygono sdo salientes quando os prolon-

gamentos dos lados estdo féra do polygono ; assim os angu-
los 4, B, C, D, E, F, (fig. 34) sdo salientes. Os angulos de
um po]ygono dizem-se re-inirantes, quando
os prolongamentos dos lados estio dentro
do polygono; assim o angulo G (fig. 34) é
um angulo re-intrante. Qualquer recta que
une dois vertices, diz-se diagonal; C 4 &
uma diagonal.

Os angulos, como, por exemplo, Z D ¥
(fig. 34), formados por um lado e pelo
.prolongamento de outro contiguo, deno-
minam-se angulos externos. Os polygonos

ig. 34 que téem numero egual de angulos re-in-
trantes e salientes dispostos alternada-
mente, denominam-se cshe/lados'

Um polygono estd inscripto n'um circulo quando tem todos
os seus vertices na circumferenciaj o circulo diz-se entdo
circumseripto ao polygono. Um polygono estd circumscripto
a um circulo quando todos os seus lados sio tangentes & cir-
cumferencia; o circulo diz-se entflo enscripto no polygono.
Dé-se o nome de perimelro 4 somma dos comprimentos de
todos os lados do polygono; as figuras que téem egual peri-
metro, dizem-se isoperimetras.

O menor numero de rectas que podem fechar um espaco ou
limitar uma por¢fo desuperficie plana, siotres; temos, portanto,
que o polygono com menor numero de lados é o tuangulo.
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74. Triangulos.— Denominam-se os -triangulos (iig. 35),
emquanto aos lados, equilatero (A), isosceles (B), ou scaleno
(C), se tem todos os lados eguaes, so dois eguaes ou todos des-
eguaes. Emquanto 4 natureza dos angulos, sio rectangulos (D),
obtusangulos (E), ou acutangulos (F'), se tem um angulo reeto,
um angulo obtuso, ou se todos os tres angulos sio agudos. Cha-
ma-se altura de um triangulo, a perpendicular baixada de um
dos vertices sobre um dos lados a que se d4 o nome de base.
No trigsngulo rectangulo, os lados que formam o angulo recto
denominam-se cathetos, € o lado opposto hypothenusa.

75. Ewm um triangulo, qualquer lado é menor. do que a som-
ma dos ontros dois e maior do que a sua differenca.— Suppon-
do que no triangulo 4 B C (fig. 36) o lado 4 B é maior que
4 C e este maior que B C, temos (4)

ABLAC+ BC
ACZABY-BC
BCJAB+AC

(4B>A4C—BC
) ACSAB—BC
{ BCS AB L 4¢

d’onde tiramos:

i

Fig. 36

Comparando as desegunaldades, concluimos:
<AC+BC
Al oo
ZAB+BC
4CS 4B BC
2 ABLAC
BC = upiie
o que se desejava provar.

76. A somma dos tres angulos de um triangulo ¢ egual a
dois rectos.— Temos o triangulo 4 B C (fig. 36) ; para demons-
trar que a somma dos tres angulos d’este triangulo é egual a
dois rectos, tire-se D E parallela a 4 C. Sabemos que o an-
gulo BAC=DBAeBCA=CBLE (38).
mas como DBAL+ABCH CBE=2r (21)
logo BAC+BCA+A4BC=2r
o que se pretendia demonstrar.
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?%7. Conhecemos, portanto, a grandeza de um dos angulos
do triangulo equilatero, que tem 609, visto serem todos eguaes;
assim podemos tambem couhecer o valor de um Anrrulo em
um triangulo quando forem conhecidos os outros dois. Se dois
angulos de-um triangulo forem respectivamente eguaes 21120

e 3 0, o terceiro ‘m;zulo terd 360, visto a somma dos tres an-

gulos ser egual a 1800. Se 540 for o valor de um dos angulos

agudos de um triangulo rectangulo, o outro angulo terd 35°.

Pelo que acima dissemos, concluimos que um triangnlo néio

pode ter mais do que um angulo recto, nem mais do’ que um
angulo obtuso, nem um recto e um obtuso.

?78. Em wm triangulo, a lados eguacs

B oppoem-se angulos equaes, e ao lado maior

A angulo maior.— Seja o triangulo 4 B C no

/\ qual o lado 4 B = B (' (fig. 37); vamos

: provar que o angulo 4 ¢ egual ao angnlo

C. Tirando B D perpendicular a 4 C, o

angulo ABD =D B C, e 0 angulo BDA

i =B D C; logo serdo tambem egnaes 08

! \ angulos BACe B C 4, o que se preten=

Al B ¢ dia demonstrar. Se, porém, o lado 4 B for
maior que B C (fig. 36), serd o angunlo C
Fig. 37 maior que o angulo 4. Tirando a perpen-

dicular B F, e visto ser BA> B C, sera
tambem o angulo 4 B #™> CB F. Mas nos triangulos rectan-
gulos A F'B e BEFC, os angulos ABF e FAB sio comple-
mentares, assim como og.angulos C B F e F'C B; ora, como
sabemos, 4 B> CBF; logo teremos os seus complemcntos
FAB<LF CB, o que se pretendia demonstrar.

79. Dois triangulos sio eguaes quando wm lado de um é
egual a um lado do outro, e dois angulos do_primeiro respecti-
vamente eguaes a dois angulos do sequndo.— Visto os triangu-
los terem dois angulos de um eguaes a dois angulos do outro,
os terceiros angulos seriio tambem egnaes. A_]uat.«umo 0s la-
dos eguaes dos dois triangulos e 08 planos d’estes, visto se-
rem eguaes os angulos, os outros lados ajustam-se tambem,
o que demonstra serem eguaes.

80. Dois triangulos sio egquaes, quando dois lados de um sGo
respectivamente eguaes a dovs lados do outro, e equaes vs angu-
los por elles formados.— Demonstra-se este caso do mesmo
modo que o antecedente, isto é, por sobreposicio.

81. Das triangulos sio eguaes, quando dois lados de um sdo
respectivamente eguaes a dois lados do outro, e equal o angulo
opposto ao maior d’elles,— Demonstra-se este principio por so-
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breposiciio, com o auxilio do que dissemos no numero 28.

82. Dois triangulos sio eguaes quando o0s ires lados de wum
so respeclivamente eguaes aos tres lados do outro.— Sejam
os friangulos 4 B C e A! B €' (fig. 38), nos gquaes 4 B=A! B/,
B(O=DBC e dC=AC. Para se demonstrar a egualdade
dos triangulos dados, ndo se pdéde n'este caso empregar o
methodo de sobreposi¢do, por nilo ser conhecida a egualdade
dos angulos. Ajustando o lado 4' C' so
bre 4 C e assentando o planodo trian-
gulo 4! B! C' no plano do triangulo
A B C de maneira que o vertice 5/ fi-
que para a parte inferior de 4 C, ti-
re-se a recta B B!l; e, visto ser A B=
AB!'e BC=B!C, arecta 4 C serd
perpendicalar ao meio de BB/, e serdo
eguaes os angulos BC 4 ¢ Bl C4 on
BUA=B!ICA, donde se conclue a.
egualdade dos triangulos.

83. Quadrilateros.—O polygono de
quatro lados ou a figura plana limita-
da por quatro linhas rectas, denomi-
na-se quadrilatero. A figura 39 repre- ;
genta differentes quadrilateros que re- Fig. 38
cebem 08 seguintes nomes:

Quadrilatero 4 Parallelogrammo rectangulo

» V] » obliquangulo
» C Trapezio rectangulo

» D » isosceles

» I » scaleno

» F Quadrado

» G Rhombo ou losango

Parallelogrammo é o quadrilatero que tem os lados paral-
lelos. Quando o parallelogrammo tem os angulos rectos, cha-
ma-se rectangulo; no caso contrario, obliquangulo; e se tem os
lados eguaes, rhombo ou losango. Trapezio € o quadrilatero
que tem s6 dois lados parallelos; estes lados chamam-se ba-
ses. Trapezio rectangulo & o trapezio em que um dos lados niio
parallelos 6 perpendicular s bases. Trapezio isosceles € o que
tem os lados obliquos eguaes. Zrapezio scalenn & o que tem
os lados obliquos deseguaes. Quadrado é o rectangulo que
tem os lados eguaes. As linhas 4B e CD (fig 39), sio dia-
gonaes do quadrado; E F e HI diagonaes do rhombo ou lo-
sango. Bstas linhas sfo bi-sectrizes dos angulos 4, B, CeD
do quadrado e dos angulos E, F, H, I do rhombo; as diago-
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naes do quadrado téem a particularidade {de ser eguaes e
perpendiculares entre si. A perpendicular tirada de qualguer
ponto de um dos lados de um parallelogrammo, ou de um dos
lados parallelos de um trapezio, sobre o lado opposto ou so-
bre o seu prolongamento, denomina-se altura do parallelo-
grammo ou do trapezio. Os quadrilateros indicam-se pelas
lettras dos vertices ou sémente pelas dos vertices de dois
angulos oppostos.

84. Fm todo o parallelogrammo os lados e os angulos op-
postos sdo equaes, e os angulos contiguos sio supplmnent?s.—
Seja o parallelogrammo 4B C'D ou' A ¢ (fig. 40); deseja-se
demonstrar que AB=CD e AD— L C, que o angulo
ABIC=—A0 Yo que os angulos 4B C e B C D sio sup-

B

A

BP 1

E

-

i3
W7

Fig. 89 Fig. 40

*plementos. Tire-se a diagonal B D; temos agsim o parallelo-
grammo dividido em dois triangulos que sio eguaes (79),
porque téem um lado commum BD,eoanguloD BA—B D ('
edDB=DBC(C (38);logo 4D —B (e 4 B— (¢ D, Para
se demonstrar que os angulos oppostos sio eguaes, sabemos
que oangulo D BA—=BD(Ce DB C=4D B; sommando
estas egualdades, temos: 1) B 4 S DBIC=BD G AD B
ou 4B C=4D C. Para se provar que os angulos contiguos
sdo supplementos, temos: 4 B C+BCA4+CAB— 1800,
(76);mas CAB—A¢C D, logo 4B C4-B C' D =1800; isto
¢, 08 angulos 4 B C e B C D sio supplementos.

85. Em todo o parallelogrammo as diagonaes cortam-se em
duas partes eguaes—Seja o parallelogrammo A B 0. (fig. 40);
tirem-se as diagonaes A (e B D, para se demonstrar que
A40=C0 e BO—D 0; temos que visto ser A B — D) (
(pelo que acima se provou), e 0AB=0CD, OBA— 0D q,
08 triangulos 40 B e D 0 (' sio eguaes (79) 5 logo (78) con-
clue-se o que se pretendia demonstrar.

86. Dows parallelogrammos séio equaes quando dois lados
contiguos de um sio equaes a dogs contiguos do outro, e o angu-
lo por elles formado tambem egual.— Lste principio demons-
tra-se facilmente por sobreposigo, comecando por se ajustar
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o8 vertices e um dos lados dos angulos eguaes, e recorrendo
depois a0 que jd se demonstrou no principio (86).

8%7. Pelo que acima dissemos, concluimos, que um paralle-
logrammo fica determinado por dois lados contiguos e um
angulo por elles formado. Um rectangulo fica determinado
por dois lados contiguos, porque o angulo por elles formado é
conhecido, visto ser recto. Um rhombo ou losango fica deter-
minado por um lado e um angulo, porque o outro lado do an-
gulo ¢ egual ao primeiro. Um quadrado fica determinado por
um lado.

88. Propriedade dos polygonos.— O numero de diagonaes
de um polygono, tiradas com a condicdo de ndo se cortarem, é
egual ao numero de lados menos tres, ficando o polygono dividido
em tantos triangulos, quantos os lados
menos dois.—Seja o polygono A BC D B
(fig. 41); tirem-se as diagonaes 4 C e
AD, designando por 7 o numero de
lados do polygono, vamos provar que
o numero de diagonaes é n—3, € 0
numero de iriangulos em que o poly-
gono fica cividido é n — 2. Como se
vé na figura, temos diagonaes para
todos os vertices, menos para B, 4 e
B; mas, como em um polygono o nu-
mero de vertices é egual ao numero
de lados, conclue-se que o numero de Fig. 41
diagonaes é egual a n—3; e, como
cada diagonal é commum a dois-triangulos, 0 numero d’estes
gerd o numero de diagonaes mais um, ou n— 2, 0 que ge
pretendia demonstrar.

89. A somma dos angulos internos de um polygono é equal
a tantas vezes dois rectos quantos sao os seus lados menos dois.
— Dividindo o polygono em triangulos, a somma de todos os
angulos do polygono ¢é a mesma que a de todos os angulos
dos triangulos; mas os tres angulos de um triangulo valem
dois rectos (76); logo devem tomar-se tantas vezes dois re-
ctos, quantos sdo os mesmos triangulos, isto é, 27 >< (n —2).

Assim,dando a n differentes valores segundo o numero dela-
dos dos polygonos, e sabendo que 2 r equivale a 1809, temos que

asomma dos angulos de um triangulo vale 1800 ou 27
» quadrilatero  » 3600 » 4o
i s pentagono » 5400 » 617
» hexagono » 7202 » 8¢

» octogono » 1:0800 » 12 ¢
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a somma dos angulos de um enneagono vale 1260° ou 14 5

» “decagono 5 14400 5 16 o

5 dodecagono  » 18000 , 20 8

» pentadecagono » 23409 » 96 5

90. O valor de qualquer dos angulos internos de um po-

lygono regular, visto serem todos eguaes, obtem-ge pela for-

2—rXx (n—2) ’

mula v s ABSm;

cada angulo de um triangulo equilatero vale €00

quadrado » 900
pentagono regular » 1080
hexagono » » 1200
octogono 2 » 1350
decagono » » 1440
dodecagono » » 1500

91. Todos os angulos formados no centro do polygono re-
3 2 rg :yg
gular sdo eguaes, ¢ como a somma de todos é 3600 (R2), 0
3600 ;
valor de cada um gers . designando z 0 numero de lados

do polygono. Assim temos que:
angulo ao centro de um triangulo equilatero vale 1900

» quadrado » G900
» pentagono regular MEELTD0
» hexagono » > 600
» octogono » » 450
» decagono » » 869
» dodecagono » » 300

92. A4 somma dos angulos externos de um polygono é equal «
quatro rectos—Sabemos que a somma dos angulos internos
de um polygono 6 eguala 27 (n —2); mas cada angulo inter-
no & supplemento do externo adjacente; logo a somma de
cada angulo interno com o externo adjacente ser egual a
27; e portanto 27 7, serd a somma de todos os internos e
externos; subtrahindo a esta expressdo o valor dos angulos
internos temos a somma dos augulos externos, isto é:
r(n—2)=20p9-—9py +dr—=4p
0 que se pretendia demonstrar,

ORCIONAES

93. As linhas dizem-se proporcionaes, quando, referi-
das ellas 4 mesma un lade, 03 numeros que designam os
seus comprimentos estiverem om proporedio. Nas quatro ii-
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nhas rectas. 4 B, CD, EF, G H (fig. 42), suppondo que a
anidade se contém quatro vezes em A B, duas em CD, seis

4 6 :
em EFetres em G H, temosaproporgio 5 = 5 © assim de-
& (3]
: I b ANB s R 0
terminamos egualmente a proporgao — = ——— Us nume-
i RV DT GH

ros 4, 2, 6, 8 formam propor¢éio, quando o producto dos nu-
meros collocados nos extremos 4 e 3, é egual ao producto dos
aumeros 2 e 6. Temos, pois, n’uma propor¢do quatro termos
e podemos deter-

minarameia, ter- A———D8

ceira ou quarta, C——1 S
proporcional; as- Bl ik . )
sim a recta G H,. . | al i=i

é a quarta pro- G-———-H € E
porcional 4s re-

ctas AB, CD e Fig. 42 Fig. 43

E F. Dé-se o no-

me de segmentos 43 porgdes de uma recta que estd dividida
em duas partes por um ponto. Os segmentos sio additivos
quando a recta. é egual 4 sua somma, e subtractives quan-
do 6 egual 4 sua differenca.

94. Construir a meia proporcional a duas reclas dadas.—
Sejam as rectas dadas 4 B e €D (fig,43); trace-se uma linha
AF=A B CD, e faca-se A E= A4 B. Divida-se pelo pon-
to C'a linha 4 F ao meio, e descreva-se uma semi-circumfe-
rencia com o raio C' 4, que intercepte a perpendicular levan-
tada n'um ponto Escbre 4 F,em D; I D & a meia proporcio-

et AU DI R BADBE S A

Zi o : e e nendi-
nal; istoé, -, T sy T porque a perpendi
cular baixada de um ponto da circumfereneia para o diame-
tro é meia proporcional aos segmentos do diametro.

95. Construir a terceira proporcional  duas rectas dadas.
—Sejam as rectas dadas 4 B e C D (fig. 44); faga-se o an-
gulo recto A B D, sendo A E= A B ¢ Ii.D= C D; unindo
o ponto 4 com D, levante-se ao meio de 4 D a perpendicu-
lar G H, e com o centro em I e raio I 4 descreva-se uma
semi cireumferencia que intercepte o prolongamento de 4 £
n'um ponto F; E I éaterceira proporeional. Temos, pois, que
o angulo 4 D F' é recto; e, como a perpendicular baixada do
vertice do angulo recto de um triangulo rectangulo é meia
proporcional entre os segmentos da hypothenusa, vem




38 BIBLIOTHECA DO POVO

4% DFE  AB GD

DE EF ™ ¢p ErF
96. Construir a quarta proporcional a tres rectas dadas—
Sejam as rectas dadas AB, CDeEF
(fig. 45); construindo um angulo com as
linhas indefinidas 4 X e 4 Y, faga-se
b A =E CUB= (D) o L= 15/
& unindo os pontos C'e Ftire se por & uma,
B recta B G' parallela a CF; F@G & a
C——a quarta proporcional 4s tres rectas dadas ;
Tig. 4 porque no triangulo £ 4 G a recta CF
parallela ao lado Z G divide os outrog

dois em partes proporcionaes ; assim temos

ARHE S AVBE

CE” 7e¢° ¢D Fé@
97. Dividir uma recta em média e extrema razdo.— Seja a
recta dada 4 B (fig. 46); no extremo 53 d'esta recta levante-
e B
C——D d
E——u—p

Fig, 45 I'ig, 46

sea perpendicular B D = A (' metade de 4 B; fazendo centro
em D e com o raio D B desereva-se uma circumferencia, ¢
unindo o extremo 4 da recta com I e prolongando a linha,
determinam-se na circumferencia os pontos B 7. Fazendo
centro em A4 e com os raios 4 He 4 I, descrevam-se arcos
de circulo que interceptem a recta dada A B e o seu prolon-
gamento nos pontos G e A!; assim, por estes pontos temos di-
vidida a recta em média e extrema razio; isto &, 4 G é meia
proporcional & A B e G B, ¢ A 4 & meia Proporeional a 4 B
e 4' B, ou

BRG]

=i 1 5) ey

4G GB A4 4B
98. Polygonos similhantes.— D4 se o nome de polygonos
similhantes aos que teém o mesmo nuwmero de lados, angu-
los egudes e constante a relagdo entre os lados homologos.
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Vertices homologos sio os deter-
minados pela interseccdo de lados
homologos.

Diagonaes homologas sio as que
unem vertices homologos.

Lados homologos sdo os que, em
polygonos similhantes, estdo simi-
Jhantemente dispostos.

99. Os triangulos dizem-se si-
milhantes quando sfio equiangulos
entve si, e os seus lados homolo-
gos, isto &, os que se oppdem a
angulos eguaes, sdo proporeio-
naes.

100. Tirando de um mesmo ponto fora de um circulo uma
tangente e uma secante, serd a tangente meia proporeional en-
tre a secante e a sua parte exterior.—Seja a tangente 4 B e
a secante 4 C (fig. 47); queremos demonstrar que j—g= j—B
Tirando as cordas BD e B C temos que os triangulos AB%
e A BD sio similhantes, porque téem o angulo em 4 com-
mam e eguaes os angulos A CB e A BD (87 e 69). Segue-

AC AB

ge pelo que acima dissemos que — == — 5
pelo q q AB AD,oque se pre

Fig. 47

tendia demonstrar.

101. 4 perpendicular abairada do wvertice do angulo recto
de um triangulo rectangulo sobre a hypothenusa, é meia pro-
porcional entre
0s segmentos da
mesma_lypothe-
nusa. Cada lado
do angulo recto
¢ meia propor- .
cional entre @
lypothenusa e o Fie:
segmenlo corres-
pondente.— Seja o triangulo rectangulo 4 B C (fig. 48) e
BD a perpendicular tirada do vertice do angulo recto B,
sobre a hypothenusa 4 C; vamos demonstrar que
AD BD AC 4B AC BC

— e que — = ——— e do mesmo modo ——

BD DC 4B~ AD BO DC.
A perpendicular BD sobre 4 C determina dois triangules

D

) SRR AT

C ‘B‘ 0

Fig. 49

o~
(%)
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rectangulos A BD e B (' o primeiro d’estes triangulos e
o triangulo total 4 B O, téem commum o angulo em 4; 6 o
segundo tem com o total 4 B C o angulo em (' commum ; lo-
| g0 0s dois triangulos A BD e BD ¢ sdo similhantes ao trian-
gnlo 4 B (. Comparando os lados homologos dos triangulos
ABDe BDC, e seguidamente cada um d’estes com o trian-
sulo 4 B C temos

AD SBRAC AB pHo1 B

=S el e b SR | el
| BD . Die e

0 que se pretendia demonstrar, concluindo-sa que a perpen-
dicular tirada do
vertice do angulo
recto de um trian-
gulo rectangulo so-
bre a hypothenusa,
divide o triangulo
em dois, que sfo si-
milhantes entre 8i,

e ao total.

102. Bm um trian-
gulo  rectangulo: o
quadrado . da Jypo-
thenusa é egual ¢
I somma dos quadra-
i dos dos cathetos. —Seja o triangulo rectangulo 4 B C (fig. 48);
I
4

|
‘ }m. Il Fig. 50

tire-se a perpendicular BD; pelo que acabimos de demons-
trar no prineipio antecedente, temos:

AC AB A4C¢ B¢
4B~ 4D °BCcT Do
temos 6 quadrado da recta 4 B ou () A2 =4 Cx<A4AD, e
0 quadrado da recta B € on B (2 — AC>X D C; sommando
a3 egualdades, teremos
AB L BR=AC0>%AD +4Cx<D¢
4584+ BR=4C (AD+ D)
* AB L Be-J0,
d'onde se conclue o que se j

pretendia demonstrar,
Péde-se demonstrar este prineipio do segninte modo: seja

(%) AB> designa o quadrado da a AB;isto ¢, a seguada pctescia do
MImero que representa a medida d’essa linha,
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o triangulo rectangulo 4 B C (fig. 49) ; cortando quatro car-
toes eguaes a_este triangula e collocando os como se repre-
senta na fig. 50, no quadrado C D, e se dermos 208 mesnos
cartdes a disposicio que se vé no quadrado I I, como os
quadrados CD e B Fsio eguaes, e 0s quatro cartdes collo-
eados dentro de cada um d’elles so todos eguaes ao trian-

alo rectangulo A B C, segue-se que o quadrado abed é
equivalente & somma dos quadrados e fg h mais gl mn. Mas
o primeiro d’estes quadrados tem por lado a hypothenusa
AC; o quadrado efgh tem por lado o catheto B C; eo
quadrado g¢mn tem por lado o outro catheto 4 B; logo o
quadrado construido sobre & hypothenusa é equivalente &
somma dos quadrados construidos sobre os cathetos.

108. Do principio que acabdmos de demonstrar, pelo qual
coneluimos (fig. 49) que

AC2=AB> BC* (a)

tiramos AC=V 71 _y‘__—];_(:‘z
isto 6, a hypothenusa de um triangulo rectangulo é egual &
raiz quadrada da somma dos quadrados dos cathetos. Tiran-
do da expressiio (a) o valor de cada um dos cathetos, temos:

AB=V\ZC>—B(?

o BC=\ZC2— 4B
isto 6, um catheto é egual & raiz quadrada da hypothenusa,
menos o quadrado do outro catheto.
104. Podemos com os principios j4 demonstrados caleular
o altwra e o lado de um triangulo equilatero.— Seja o trian-
gulo equilatero 4 B C (fig. b1), tire-se a sua altura B D, e
temos no triangulo rectangulo 4 BD (i01) B 1= 4 B2
e 1 RO SEARE
— A D2 (a); mas como A D=D C, serd 4 D = 5 Qe
porque todos os lados do triangulo sdo eguaes; temos,

A

—_ A

’ 32
pois, que 4 D? = ——; substituindo na expressio (b) teremos
___ 4AB A x4—4AB ARx3
4 4 ]

Bpiese 2 S 28 i

Q

Desienando B D (altura do triangulo) por % e o lado 4 B
= ;

por Iy Fque ge 18 7 indice 3). temos:
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R
h=§‘/3 ou k= & > 0,866

visto ser 0,866 metade da raiz quadrada de 3.
Para se caleular o lado do triangulo equilatero, da expres-

7
830 = T)i V38
2h
tira-se LT
V3
b3 _9p

LA RS T SO

3L=2hxV 3

9 o
,/3 -_—_'gll \/ 3

105. Caleular a diagonal do quadrado em funcedo do lado.
—=Seja o quadrado 4 B 0 D (fig. 39); temos no triangulo re-
ctangulo 4 D B que (101)

AB=AD2+ DB ou AB=ViD2 1 DB
mas como 4D =D B (883)
temos Ap= V2AD2eAB=A1)V—2

Designando por D a diagonal e por % o lado do quadrado,
temos D=1 V 2, d’onde se conclue
um quadrado ¢ egual ao lado multiplica
da de 2 ou por 1,414,

108. Os polygonos similhantes sdo divididos pelas suas dia-
gonaes no mesmo numero de iriangulos similhantes e similhan-
temente dispostos.—Sejam os polygonos similhantes 4 B CDR
e A' B! O/ D! E! (fig. 52); tirem-se as diagonaes 4 ¢, 4/ c,

4D e A D!, Como téem
egual numero de lados og
polygonos A BC D E e
Al B! C! D! B!, ficardo di-
vididos pelas diagonaes
em egual numerode trian-
gulos (88); e o triangulo
4 B C serd similhante ao
triangulo 4/ B/ ' (99)
vistoseroangnlo B— B/g

que a diagonal de
do pela raiz quadra-
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AB BC 3 : o
m — l;C_” O triangulo 4 C D seri tambem similhante
a 4! ¢! D; demonstrada a similhanga dos dois triangulos
ABCe A B'Ctemos que(a) zie = =0 e que os angu-
BLO- . 40
los B C A e B! C' A sfio eguaes; mas, como os angulos B C D
e B! C' D! sdo tambem eguaes (98), tirando do primeiro B C 4
e do segundo B/ C' 4, temos que o angulo 4 C D= 4! C' D!,
BC CD

Pela similhanca dos polygonos, tiramos o= 0D e com-

Toradh ; AC (6B
parando-a com (a) temos ST
os angulos 4 C D e A! C' D!, temos demonstrada a similhanga
dos segundos triangulos que considerimos,e do mesmo modo
e provaria a similhanga dos triangulos 4 D K e 4! D! E!.

Facilmente se pdde demonstrar a reciproca d’este princi-
pio, isto é, que dois polygonos sdo similhantes quando se di-
vidirem em egual numero de triangulos similhantes e simi-
lhantemente dispostos.

107. Construwr um golygono similhante a outro dado.— Seja
o0 polygono 4 B C D E e dé-se o lado A/ B/ homologo de 4 B
fig. 52). No extremo B! da recta 4' B/ construa-se o angulo
Al'B! Ol egual a 4 B D e determine-se B/ C! que serd a quar-
ta proporcional &s rectas 4 B, 4’ B' e B C (98); no extremo
C! construa-se o angulo B/ C! D! egual a B U D e determine-
se C! D! que serd a quarta proporcional s rectas 4 B, 4! B!
e C'D; em D! construa-se o angulo C' D! El egual a CD Ee
determine-se D! F, a quarta proporcional 4s rectas 4 B, 4' B!
e D E; unindo E' com 4/, temos formado o polygono 4! B!.C!
D! B! similhante ao polygono dado 4 B C'D L.

108. Ha instrumentos destinados 4 resolugdio d’este pro-
blema, como o compasso de reducgdo e o compasso pyrami-
dal de reducciio devido a D. Martinho da Franca Pereira
Coutinho, 0s quaes se empregam com vantagem na construc-
¢do dos polygonos similhantes.

109. O compasso de reducedo (fig. 53) consta de duas has-
tes eguaes, terminadas por pontas de ago cortadas por duas
fendas no sentido do seu comprimento, dentro das quaes se
ajustam duas chapas atravessadas porum parafuso. Os com-
passos de reducgfio graduados téem uma ou ambas as hastes,

e, eomo sio eguaes
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divididas por tracos transversaes ¢om 08 numeros Yoy Uy Vs,
Ysy Ysy Y Vg, Vo3 € a peca movel tem tambem um traco no
i | mesmo sentido, que se chama linka-de-fé. Conservando-se
i T immovel o paratuso (que designaremos por ponto O); com
qualquer abertura do compasso, a relacio entre A' B! e
‘ A B ¢ sempre constante e egual 4 relacio das distaneias 4/ 0
4B 4 31

i | , er,ouBfoeBo,-is,tm,1 B L e a
{ (I RV A0 BO

| Para se construir um polygono similhante a 4 B C D E
(fig. 52), fixada a posiciio do parafuso de modo que a relacio
das distancias 4 B e A/ B! seja a que se desejar,as extremi-
r, i dades 4 e B do compasso vio-se collocando snecessivamente
I

I em A B, B C,CDeD P, produzindo as extremidades 4/ e
Bl, as grandezas 4! B', B! €/, C! D! e D! F! que sdo os lados
do polygono que se deseja, com os angulos 4/ B! C!, B! C! D!
ete., respectivamente eguaes a 4 B C, B C D, ete.

il 346 1
I IR !
il R,
i dided f‘/‘H‘H
L
CHEREERY
‘ NaBamsasssal
J e AR B
Ax“...v_f:l‘::..l--..u_-- B
Fig. 53 Fig. 54

Com este compasso podemos dividir uma recta em partes
f eguaes.
5 110. Hscalas.— Comprehende-se que nem sempre serd pos-
i sivel desenhar um objecto, conservando-lhe as mesmas di-
r mensies: umas vezes terd de ser representado com menores
dimensdes; outras, ampliando-o, para meibor idéa se poder
formar do orviginal.
‘ Porém, quer se pretenda copiar o original com maiores,
‘ guer ecm menores dimensoes, o desenho niio é maisdo que uma
gura e similhanto;para bem se avaliar a grandeza do obje-
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lo, deve ser conhecida a relscio de similhanga
entre essus duas figuras. A essa relagiio de similhanca entre
o original e o desenho di-se o nome de escala. Ha escalas
npuwmericas € graphicas: as numerieas sio representadas por
nm quubmdo, no qual o numerador representa o comprimen-
to de algum dos lados do desenho; e o denominador, o dos la-
- dos homologos do objecto; as graphicas sfo representadas
por figuras geometricas. O numerador do quebrado que repre-
genta a eseala reduz-se quasi sempre 4 unidade. Se quizer-
mos copiar um objecto de maneira que 0,0+ correspondam a
10» do original, a escala serd

0m,04 4 4:4 1

10 950

10m 1000 1000 : 4

Se quizermos construir wina eseala graphica decimal, mar-
eam-se sobre uma linha indefinida 4 X (fig. b4) as grandezas
A B, B... ete., representando cada uma d’ellas um metro.
Divida-se 4 B e 4 C em dez partes egnaes, tirem-se rectas
parallelas como representa a figura, e temos assim construida
uma escala graphica decimal. Se fizermos 4 B = 0,04, uma
grandeza do original que tiver uin metro, deve ser represen-
tada no desenho egual a 004 ou 4 B.

Segundo a natureza do desenho, e segundo se deseje uma
copia mais ou menos rigorosa, assim deve ser determinada a
escala ; tem-se, pois,'convencionado que & escala escolhida
deve satisfazer 4 condigiio de que as menores grandezas que
se nflo querem omittir correspondam a linhas do desenho que
tenham mais de dois decimillimetros.

Polygonos inseripitos
e circumscriptos

111. Definimos ji polygono inseripto n'um circulo o que tem
todos os vertices na circumferencia, e polygono circumseripto
o que tem todos os lados tangentes 4 circumferencia; con-
cluimos que para um polygono poder ser inseripto n'um eir-
culo & necessario que no polygono haja um ponto interior
equidistante de todos os vertices, e para gue possa ser cir-
cumseripto € necessario que haja um ponto interior equidis-
tante de todos os lados. O triangulo tem a propriedade de se
poder sempre inscrever e circumserever a um circulo.

Os polygonos regulares podem ser insecriptos e circumseri-
ptos no circulo ; o raio do circulo inscripto é o apothema do
polygono; e o raio do circulo circumseripto é o do polygono.
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11R. Inscrever em um circulo um triangulo equilatero.—Pa-
ra resolver este problema tira-se o diametro A B (fig. 55), ¢
fazendo centro em B e com o raio B € dos-
creve-se um arco, que intercepta a circum-
ferencia nos pontos D e Z; unindo os pon-
tos D, A e I, temos o triangulo equilatero
inseripto.

Ha em muitos polygonos regulares uma
relagdo constante entre o lado e o raio, de
maneira que, conhecido este, podemos cal-
cular o lado, assim como conhecido o lado
se pode determinar o raio.

Fig. 55 Vamos, pois, caleular a altura do trian-
gulo equilatero e do lado em funcedo do

raio. Se unissemos os tres pontos C; D e B (fig. 55), teriamos
o triangulo equilatero C D B, cuja altura divide o lado CB a0
meio; portanto, a altura do triangulo equilatero D 4 Eé egual
a C'4 mais metade de C B; isto 6, designando por % a altura

3
€ r 0 raio, temos A = o 7

Para se calcular o lado, temos que DI ¢ egual a duas ve-
zes a altura do triangulo C D B, cujo lado é egual ao raio.

(s L)
Essa altura é egual a -;—‘/3 ou %‘/3 (108) ; logo

l3=2><%‘/§==7'><‘/§:

118. Inscrever em wm circulo um triangulo similhante a
outro dado.—Seja dado o triangulo 4B C e um circulo de
raio O D (fig. 56). Circumscreva-se ao triangulo dado uma
circumferencia, e do centro O com o raio O B/ egual a O D
descreva-se uma circun¥erencia que corta os prolongamentos
de 04, OB e OC nos pontos 4!, Bl e Cl. Unindo esses
ponfos temos construido o triangulo 4/ B/ ¢! similhante 2o
dado 4 B C.

Ke o raio da eircumferencia dada foi menor que O 4, deter-
minam-se do mesmo modo os pontos 4", B!l ¢ (!, e unindo
esfes pontos teriamos o triangulo 4/ B!l G/ similhante a
AB C.

114. Inscrever em um circulo wm quadrado.— Para insere-
ver um quadrado em um eirculo tiram-se os diametros per-
pendiculares, unem-se os extremos dos diametros e temos
Inseripto o quadrilatero pedido. Visto serem os diametros
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perpendiculares, a circumferencia fica dividida em quatro
partes eguaes; portanto, as cordas correspondentes a esses
arcos tambem s30 eguaes (51) e formam quatro angulos re-
ctos (68); logo o quadrilatero inseripto é um quadrado. Para
calcularmos o lado do quadrado em funegio do raio temos
designando por 4 0 lado que: 5
L=y fr={/22=r /2
115. Imscrever em um ctreulo um hexagono.— Inserevendo
um triangulo equilatero (112) e dividindo ao meio o arco
D E (fig. 55), a corda correspondente ao arco D B é o lado

i o s o
do hexagono. Dividindo ao meio D B ou 4 F,lados dohexa-
gono, teriamos 4 G lado do dodecagono; e dividindo este ao

[ B T

Iig. 56 Pig. 57

meio, e assim successivamente, teriamos inscripto polygonos
regulares de 3, 6, 12, 24, 48 lados, ete.

116. O lado do hexagono regular inscripto é equal ao raio.
—Como sabemog, 4 I é o lado do hexagono regular; se unis-
semos o ponto £ com C (fig. 55), teriamos o angulo 4 C F'

3600

que é egual a G 600 (91). E, visto ser € Fleguala C4,

os angulos C 4 F e C F A serio eguaes, e cada um terd 60°;
portanto, o triangulo 4 C F é equilatero e 4 F'lado do hexa-
gono regular inscripto egual a C 4 raio do circulo. Podemos
pois, sem inserever primeiro o triangulo equilatero, determi-
nar logo o lado do hexagono, fazendo centro em A4 extremo do
diametro, e com o raio 4 C descrever um arco de circulo, e
com o centro no outro extremo B e raio B C descrever ou-
tro arco de circulo. Temos assim dividida a circumferencia
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em seis partes eguaes, e tirando as cordas por esses pontos de
divisdo fica o hexagono regular inseripto.
il | 117. Inscrever em wm circulo wm octogono reqular.— Ins-
‘ eripto em um circulo um polygono regular de quatro lados,
il dividindo ao meio os arcos correspondentes 4s cordas ladog
il I do quadrado, temos dividida a circumferencia en oito partes
| ;}‘] eguaes; e unindo esses pontos de divisio por meio de recfas,
‘ i I temos inscripto o polygono regular de oito lados. Dividindo |
! il a0 meio 0s arcos correspoundentes 4s cordas lados do octogo-
i no, e continuando assim successivamente, temos a circumfe-
Bl (11 rencia dividida em 16, 32, 64, etc., partes eguaes, e esses
LR 1 pouti)sdsio 0s vertices dos polygonos regulares de 16, 32, 64,
il ete. lados.

118. Inscrever em um circulo um pentagono regular.— Parg

Fig. 59

inscrever em um eirculo um pentagono, tirem-se os diame-
tros perpendiculares 4 B e D C (fig. 57), e divida-se C' Z 20
meio pelo ponto ¥ fazendo cenfro n’este ponto e com o raio
F' A4 descreve-se o arco 4 €, cuja corda é o lado do pentago-
no. Com o centro em 4 e o raio 4 € desereve-se o arco CH,
de maneira que temos 4 i egunal a 4 C; e marcando sobre
i a circumferencia HI—=IJ—=IK—KA—AH ou 4 C te-
fii mos inseripto o pentagono regular, ’

[ 119. Inscrever em um circulo um decagono.— Fazendo cen-
il tro em & metade de C' K (fig. 57), e com o raio &' C, desere-
i ve-se 0 areco Ce; e temos 4 e ou 4 L o lado do decagono. Di-
I vidindo o arco 4 I ao meio, e ugsim successivamente, a cir-
i cumferencia fica dividida em 20, 40, 80, 160, ete. partes eguaes,
e assim poderemos inscrever pelygonos com um numero de
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lados respectivamente eguaes a essas divisdes. A corda do ar-
co L M (fig. 57) é o lado do quindecagono ou pentadecagono,
que éegual a 4 M, (arco correspondente 4 corda lado do he-
xagono) menos A L (arco correspondente & corda lado do de-
cagono).

120. Pela inseripgio dos polygonos regulares podemos de-
terminar 0 numero de graus, minutos e segundos que tem
qualquer arco; porém, nem sempre se poderd dividir a eir-
cumferencia exactamente em partes eguaes ou inscrever um
polygono regular de qualquer numero de lados. Inscrevendo
em um circulo um triangulo equilatero e duplicando e lados
d’este e assim successivamente, temos a ciréumferencia divi-
dida em 3, 6, 12, 24, 48, etc. partes eguaes, ou em arcos de
1200, 600, 300, 150, 70 15/, ete.; se inscrevermos o quadrado
e duplicando os lados d’este, e assim successivamente, temos
a circumferencia dividida em 4, 8, 16, 32, 64, ete. partes eguaes
ou em arcos de 900, 450, 220 30/, 110 15/, 50 37/ 30!/, etc. ; ins-
crevendo o pentagono e duplicando o numero de lados d’este,
e continuando successivamente, fica a circumferencia div di-
da em 5, 10, 20, 40, 80, ete. partes eguaes ou em arcos de 729,
360, 180, 90, 40 30/, ete.; se tivessemos o pentadecagonc, e
duplicando o numero de lados, ficaria a circumferencia divi-
dida em arcos de 249, 120, 69, 30, 10 30/, ete. Concluimos que
se poderd dividir uma circumferencia em partes eguaes,
quando o numero d’estas for par e nfo admittir nenhum
outro divisor além de 2, ou quando s6 admittir este e uma
vez o divisor 3 ou 5, podendo estes dois divisores estar ou
nio reunidos. Nio é pois possivel dividir a circumferencia
em arcos de um grau, pois seria necessario dividil-a em 360
partes, e o numero 360 é divisivel duas vezes por 3 on por 9.

121. Uma circumferencia péde ser dividida approximada-
mente em qualquer numero de partes eguaes, por variados
processos, entre elles o seguinte: querendo, por exemplo, di-
vidir uma circumferencia em 13 partes eguaes, divida-se o
diametro 4 B (fig. 58) em treze partes eguaes, isto é, no
mesmo numero de partes em que queremos dividir a circum-
ferencia. Fazendo centro em 4 e B e com os raios AB e B4
descrevem-se arcos de circulo que se interceptam no ponto D ;
unindo este ponto com a divisdo dois do diametro, temos o arco

il
A E que approximadamente é i da circumferencia, e a sua

corda é o lado approximado do polygono de treze lados. O erro
commettido para mais no numero total de divisdes .6 de
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6042/ 17/, pois achariamos arcos de 280 12/ 29/ que produzi-
riam 8660 42/ 171/,

122. Como acima dissemos, em alguns dos polygonos re-
gulares ha uma relacio constante entre o lado e o raio, de
maneira que, conhecido cste, péde-se ealcular o lado, assim
como, conhecido o lado, podemos determinar o raio.

Designando por U3, Iy, &5, ete., o lado do triangulo, do qua-
drado, do pentagono, ete., temos as seguintes relagdes de al-
guns polygonos:

' hL=rXxy3
lb=r>xyg
r T
’SZEX\/10_2 V5
le—=r

Is:-rx\/Q_ o
- 108
m=gx(v5-1)
o =T7x \/Q_t/?f

Wi va ()

1
i e SA) s
G \/2:‘312 1 Ve

s _\‘_‘,,,,?:
32 7><§/‘2‘\/2+\/2+‘/2

Para immediata applicaciio das formulas, temos que:

Vo—1414; V3 —1732 6 V5 — 2,936,

123. Sendo conhecido o lado e o raio de um polygono re-
gular, podemos calcular o apothema. Temos um triangulo
rectangulo, em que um dos cathetos é o apothema, o outro é
metade do'lado e a hypothenusa é o raio; por conseguinte,
designando por @ o apothema, /% o lado do polygono e 7 raio,
temos (102)

12
12=q2 | —Z~ (a)

)
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d'onde tiramos:

i —
a=—2- 472172

Da expresséo (a) tiramos:
b2 l S e iis

—;—'—:—_rz—a.2 l%:‘/,.z_ ey =2l
fsto &, temos o lade quando é conhecido o apothema.

124. Inscripto em um circulo um polygono regular, circums-
crever outro de equal numero de lados.— Seja A B CD E F o
hexagono regular inseripto (fig. 59); tirando pelos vertices
d'este polygono as tangentes 4 circumferencia A' B/, B! (',
C'D!, D'E, B'F' e F' 4!, temos o polygono 4' B! C! D! I' FY
que ¢é regular e estd circumscripto ao circulo. Podemos por
outro meio resolver o problema, tirando parallelas aos lados
do polygono inseripto, como se vé na figura.

125. Para se determinar o lado do polygono circumseripto,
calcula-se o lado do polygono inscripto; e substituindo este
valor e o do raio na seguinte expressdo:

2Xrxl
e

Viscr—p

temos o lado do polygono circumseripto.

Rectificagao da circumferencia

126. Rectificar uma circumferencia é: determinar a sua ex-
tensdo linear, quando ¢ conhecida a grandeza do diametro.
Em todas as circumferencias é constante a rela¢io da cireum-
ferencia para o diametro, o que quer dizer que ha um zume-
ro constante que, multiplicado pelo diametro, determina o
comprimento da eircumferencia rectificada. Esan relscio, que
se designa pela lettra grega = (que se pronuueia pi), nio é
exactamente conkeeida, é representada por um numero incom-
mensuravel, Ludolpho de Ceulen foi gqoem primeiramente

355
determinou ; Adriano Metius achou a relagio 1—151 e a rela-

22
¢io 7 descoberta por Archimedes ¢ somente exacta até 4
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segunda casa decimal; porém, o valor de = calculado com dez
casas exactas € egual a 3,1415926535. Designando por C'a

(0}
circumferencia e por 7 o raio, temos: SRk d’onde C=2=r,
r

o que mostra que a circumferencia se obtem multiplicando o
raio pelo dobro de =; e tirando o valor do raio temos que
este ¢ egual 4 circumferencia dividida pelo dobro de =, isto
6 C
=
127. Ha diversos processos para se rectificar graphica
mente uma circumferencia. Um d'elles consiste no seguinte :
tira-se o diametro 4 7 (fig. 60), e com o centro em A (extre-
mo do diametro) e raio 4 C' (que é o do circulo) descreve-se
um arco que intercepta a circumfe-
rencia em um ponto B. Tirando
a corda 4 B, levantando ao meio
della a perpendicular C'D até in-
contrar a tangente % D no ponto D,
fazendo D B egual a tres vezes o
rajo e unindo o ponto - com 77, te-
mos K F que & egual 4 metade da
circumferencia rectificada.
Pig. 60 ~ 128. Para se rectificar um arco
a, cujo numero de graus, minutos e
segundos, que designamos porn, sendo 7 o raio, temos a se-
guinte expressdo :

~
~ n a n
— 2 ] . e 63 (et Al S =
e DGO s

dondea = C x 3%0; mas como C'= 2 rr (126)

~ n
a—2m e ——
Podemos tambem da expressio achada deduzir o valor de
n, isto é:
.
n— @><180
w7

129. Daexpressiio que acabimos de caleular, sendo a — »
(0 arco de comprimento egual ao raio), temos:
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180 180
w 38,1416
valor de um arco, cujo comprimento é egual ao raio.

n— = HT0 17/ 44/
Areas

180. Dé-se o nome de area de uma figura & sua medida
superficial. Medir uma area ¢ determinar quantas vezes esta

, contém outra conhecida que se considera como unidade. -

181. Figuras equivalentes sdo as que téem a mesma exten-
sio superficial. Para melhor comprehendermos as figuras que
acabamos de definir, podemos com dois esguadros eguaes
formar dois triangulos 4 B (fig. 61), um rectangulo D e uw

A B

Fig. 61 Fig. 62

parallelogrammo C'; como se vé¢, todas estas figuras téem
areas eguaes e com férmas differentes; sio pois equivalentes;
e, sabendo medir uma, temos conhecida a medida das ou-
tras.

182. 4 area de um rectangulo avalia-se multiplicando a ba-
se pela altura.— Seja o rectangulo 4 B C D (fig. 62); se di-
vidirmos 4 B em seis partes eguaes e A C em quatro, e se
cada uma d’ellas for egual a um metro, tirando pelos
pontos de divisio parallelas a 4 B e a 4 C, temos o rectan-
gulo dividido em 24 quadrados; isto é, 6 >< 4 vezes o metro
quadrado; assim o rectangulo, considerando a unidade de
superficie o quadrado, construido sobre cada uma das divi-
soes de 4 B e de 4 O, tem tantas vezes a unidade de super-
ficie, quantas tem o producto dos numeros que indicam quan-
tas vezes a unidade linear é contida na base e na altura.
Temos, pois, que designando por 4 a area de um rectangn-
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lo, b a base e & a altura, sae-nos 4 = b >< %; d'onde podemos

deduzir b 4 /
eduzir % Qb=

188. 4 area de um quadrado ¢ equal & sequnda potencia do
seu lado.— Sabemos que o quadrado é o quadrilatero que tem
todos os lados eguaes, ou, um rectangulo que tem o lado por
base e altura. Portanto, a sua area avalia-se multiplicando a
base pela altura; é, pois, a segunda potencia do seu lado.

184. A area de um parallelogramma é equal ao producto da
base pela altura.— Seja o parallelogrammo 4 B D € (fig. 63);
a sua area serd egual a A B < B F.

A area do parallelogrammo 4 B C' D seré egual & do rectan-

Fig. 63 Fig. €4

gulo A B EF, visto serem eguaes os triangulos B D I«
A C E; mas, como a area do rectangulo é eguala A B><B I,
segue-se que serd esta a area do parallelogrammo dado.

185. Construir wm quadrado equivalente a wm rectanguli
dado.— Seja o rectangulo 4 B C D (fig. 62); sabemos (182
que a sua area ¢ egual a 4 B>< 4 C.

Designando por @ o lado do quadrado que se quer cons
truir, temos @* =4 B <X A C, d’'onde se tira a seguinte

A @
proposigio —— = ——; d’onde se conclue que o proble-
@ 4C

ma se resolve determinando a meia proporcional (94) en-
tre 4 B ¢ 4 C, que ¢é o lado do quadrado.

186. A area de um triangulo é equal a metade do producto
da base pela altura.— Seja o triangulo 4 B C (fig. 64); a sua
ACXBD
area serd egual a —————

Tirando pelo vertice B uma parallela a 4 C (41) e por C
nma parallela a 4 B, temos o parallelogrammo 4 C B E; e,
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yisto serem eguaes os triangulos 4 B Ce B C E, segue-se
que a area do triangulo 4 B C' é metade da area do paralle-
logrammoj; e, como a area d'este é 4 C'>< B D, serd a do trian-

ACxBD

2

Designando por p metade do perimetro de um triangulo, e
por a, b e ¢, os tres lados (sendo todos conhecidos) podemos
pela seguinte formula calcular a sua area:

A=y pxp—a)<(p—b><{®—0)

18%. Construir um lriangulo equivalente a wm rectangulo.
—Seja o rectangulo 4 B C' D (fig. 65); tire-se a recta A B e
divida-se ao meio pelo ponto
D, e em 4 com a recta 4 X E »
forme-se o angulo B A X de
qualquer numero de graus. Fa-
zendo A Bl e 4 C respectiva-
mente eguaes aos lados 4 B e
4 C (lados do rectangulo), e
tracando C' parallelaa D B/,
descreve se um arco com o
centro em 4 e raio 4 F.

Qualquer triangulo de base 4 B e o vertice na linha ¥ Z,
parallela a 4 B e tangente ao arco de circulo, é equivalente
ao rectangulo dado. Pelo que j4 tratimos, sabemos que :

gulo

AD AC 1

ABr=A—E;mas,comoAD=5AB

1

T T ; :
temos o A et ou‘ AB > AC= - ABX< AE

A B! AE 9

concluimos que a area do rectangulo é egnal & do triangulo.
188, Construir wm triangulo equivalente a wm polygono.—
Seja o polygono 4 BC D E (fig. 66); para construir o trian-
gulo equivalente, tire-se a diagonal B K ¢ pe-
lo vertice 4 uma parallela a B I até incon-
trar o prolongamento do lado D K em um
ponto . Temos, pois, dois triangulos equiva-
lentes B e B AFE, visto terem a mesma
base B E e a mesnia altura; logo
BFDE>ABCDE
Tirando a diagonal B D e pelo vertice C
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uma parallela a B D, que delermina o ponto G, temos que
sdo equivalentes os triangulos B G D e B CD; logo
FBG<>BIDC
mas BFDC<>ABCDE
portanto I'BG<>ABCDE
189. A area de um trapezio é equal & semi-somma das bases
multiplicada pela altura.— Seja o trapezio 4 B CF (fig. 63),
AB+ CF
e a sua altura B F'; a area serd egual a e S X B F,

Tirando a diagonal C' B, temos o trapezio dividido em dois
triangulos, 4 C B e B C' F; a area do triangulo

1 1
ACB= 5 AB X BF,eado triangulo BC F= = CFx

1
> B F; portanto, a area do trapezio 4 B C F = = A B

il AB+CF
xBF-;—; CFXBF= —_Z—— X B F.

Se dividirmos ao meio 4 C pelo ponto L, e tirarmos L M
parallela a 4 B, poderemos avaliar a area do trapezio multi-
plicando pela sua altura a linha tirada a egunal distancia dos
lados parallelos.

140. A area de qualquer polygono regular avalia-se multi-
plicando metade do perimetro pelo apothema.—Seja o polygo-
no regular A B CD E FG H (fig. 67) ; designando por p o pe-

1
rimetro e por a o apothema, temos que a area: A = P Xa.

Tirando os raios 04, 0B, 0 C,
0 D, O E, ete., temos o poly-
gono dividido em tantos trian-
gulos eguaes, quantos os lados;
avaliando pois a area de um dos
triangulos e multiplicando-a pelo
numero de lados do polygono, te-
mos conhecida a do polygono. Mas,
como a area de um dos triangulos

AB !
AOB=7 > 0 a (188), desi-

gnando por z o numero de lados do
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n <4 B
polygono, temos que a sua area serd A = R X0
A= 1

'; pXa.

141. A area de um circulo avalia-se multiplicando metade
da circumferencia pelo rato. - Considerando o circulo como
um polygono de numero infinito de lados, cujo apothema é o
raio, temos (126) designando por A a area do circulo:

2nr
A:T X rou A =m1? isto é,a area do circulo egual a

metade da circumferencia multiplicada pelo raio ou egual ao
quadrado do raio multiplieado pela razio da circumferencia
ara o diametro.
Conhecida a area de um circulo, podemos determinar o raio;
¥ A
da formula A == 72 vem r = =
™ .
Podemos rapidamente calcular a superficie de um circulo,
sabendo que ella é equivalente ao quadrado construido sobre

8
uma linha egual a v do diametro.

142. A area de wm sector avalia-se multiplicando metade
do arco pelo raio~— Sabendo que a area do circulo se avalia
multiplicando metade da circumferencia pelo raio, temos que
a area do sector se avalia multiplicando metade do arco pe-
lo raio, porque em circulos de raios eguaes as areas dos se-
ctores 8o proporcionaes aos arcos, o que facilmente e vé pe-
lo que ji dissemos no numero 63. Designando por A a area,

1
a0 arco rectificado, e r o raio, temos A = ? a X7

143. Para se avaliar a area do segmento D I E (fig. 20),
tirando os raios C D e CE, avalia-se a area do sector C D F'E,
e a do triangulo D C E; subtrahindo esta da primeira, temos
conhecida a area do segmento.

144, Com o que temos exposto, podemos avaliar a area de
um polygono irregular; tendo um polygono ABCDEFGHI
(fig. 68), tire-se a diagonal 4 F' e sobre esta linha baixem-se
as perpndiculares Ba, Ib, Cc, Hd, De, Gfe Eg.O poly-
gono fica decomposto em. tmmgulos rectangulos e trapezios;
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medindo as perpendi-
culares tiradas sobre
AF e as distancias
entre os seus pés, po-
demos conhecer as
areas d'esses triangu-
los e trapezios em que
o polygono esta divi-
dido, isto é, a area do

polygono irregular.
He8 Segﬁdamente damos
umas nocdes muito breves dcerca da ellipse, da hyperbole e
da parabola.

il
—-\

N
B

8
o
A
.

b

(N
A=

=

[ IR C R

[As

ELLIPSE

145. Ellipse é uma linha plana em que a somma das dis-
tancias de cada um dos seus pontos a dois fixos, chamados
JSocos, é constante. ;

Raios vectores sdo as rectas tiradas de cada um dos pontos
da curva para os dois focos. Assim as rectas EF e K FT
(fig. 69) sfio raios vectores.

Hizo maior é a recta que passa pelos focos e termina na
ellipse. ]

Hizo menor & a recta perpendicular ao meio do eixo maior.
Temos pois que a recta 4 B (fig. 69) é o eixo maior e C D o
eixo menor.

Vertices da ellipse sio os extremos dos eixos. Os pontos
4, B, Ce D (fig. 69) sdo os vertices da ellipse.

Diametro é a recta que tem os extremos na ellipse e passa
pelo centro. A linha H NV (fig. 69) é um diametro.

Corda é qualquer recta que tem os extremos na ellipse. A
recta P Q (fig. 69) é uma corda.

Parametro é a corda perpendicular ao eixo maior e que
passa pelo foco. A recta L M é um parametro.

Centro da ellipse é o ponto de interseccéio dos dois eixos.

Excentricidade da ellipse é a relagdo entre a distancia do
centro ao foco e o semi-eixo maior.

Tangente 4 ellipse é arecta indefinida que s6 toca na curva
em um ponto. A recta 77" (fig. 69) é uma tangente, e 6 pon-
to E denomina-se ponto de contacto ou de tangencia.

Normal é a perpendicular 4 tangente no ponto de contacto.

Circumferencia, directriz da ellipse é a que tem o eentro
em qualguer foco e o raio egual ao eixo maior.

148. O eizo maior da ellzpse é-equal ¢ somma dos raios ve-
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otores—Dada a ellipse representada na figura 69, e sendo

A e B pontos da ellipse, temos: A ¥+ A F' — B F'- B I, ou
FFI 42X AF=FF +42XBF'

d'onde se conclue ser 4 /' egual a B I/, e portanto
AF+ AF =FF' + AF-} BF!

mas, Como FF 4+ AF+BF = AB

gegue-se que: AF+AF =A4B

Assim temos demonstrado que o eixo maior é egual &
gomma dos raios vectores.

147. A somma das distancias aos dois focos de qualquer pon-
to situado fora da ellipse é maior que a somma constante dos
raios vectores, e menor quando o ponto estd dentro da ellipse.
— Se considerarmos o ponto G exterior 4 ellipse (fig. 6Y), e
unindo esse ponto com os focos e o ponto & com F/, temos:
EGH GF'>EF!; addicionando a ambos os membros

Fig. 69 Fig. 70

FE, teremos EG + GF+FE>EF | EF; donde se
conclue que G F'4+ G F' > EF! 4 EG, o que se pretendia
demonstrar. Facilmente se demonstra que todo aquelle ponto
situado dentro da ellipse é menor que a somma constante dos
raios vectores. >

148. Todos os pontos da ellipse estdo equidistantes da cir-
cumferencia directriz e de um ponto fizo—Fazendo centro em
um dos focos # e com o raio F G (fig. 69), egual & 4 B (o
que se péde facilmente imaginar apezar da figura nio estar
rigorosa), vamos demonstrar que E G é egual a E F'/. Sabe-
mos que K K K F'=AB=FE-+} EG; logo B F'= EG,
o que se pretendia demongtrar.

Em o n° 11 da Bibliotheca do Povo e das Escolas resol-
vemos differentes problemas a respeito da ellipse, que se
podem consultar n’este momento com vantagem, accres-
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centando, porém, ao que dissemos, que ha instrumentos desti

nados a tracar esta curva, e entre elles o compasso de Ha-
mann e Hempel.

HYPERBOLE

149. Hyperbole é uma linha plana, em que a differencga das
distancias de cada um dos seus pontos a dois pontos fixos &
constante. A recta 4 B (fig. 70) é o primeiro eixo, eixo real ou
{ransverso da hyperbole; os pontos 4 e B denominam-se ver-
tices ; ¢ os pontos I’ e F' determinados no prolongamento de
A B, sio os focos. As distancias de qualquer ponto da curva
aos focos, sflo os raios sectores; assim as rectas H F, HF
e G F, G F' sdo os raios vectores dos pontos H e G da hy-
perbole. A perpendicular ao meio da recta 4 B é o segundo
eixo ou eizo maginario. O ponto C, intersecefio dos dois eixos,
denomina-se centro da hyperbole. Qualquer recta que passa
pelo centro, denomina-se diametro (que péde ter ou deixar
de ter os seus extremos na curva); no primeiro caso chamam-
se diametros reaes, no segundo imaginarios. Qualquer recta
que tem os extremos na curva denomina-se corda; a corda
P P!, que passa por um dos focos e é perpendicular ao eixo
real, ¢ um parametro. As cordas perpendiculares aos eixos
da hyperbole sfio divididas ao meio por essas linhas. A recta
FFIé a distancia focal; e a relagio entre esta distancia e o
eixo real é a excentricidade da hyperbole. A recta que toca
na hyperbole em um ponto chama-se {angente; e o ponto com-
mum § recta e & curva € o ponto de contacto. A perpendicu-
lar 4 tangente no ponto de contacto é a normal. Na hyperbo-
le o eixo real péde ser maior, menor ou egual ao eixo imagi-
nario; n’este ultimo caso a hyperbole é equilatera. A circum-
ferencia deseripta de um dos focos como centro e com um raio
egual ao eixo real é a circumferencic directriz da hyperbole.

150. Como vimos em o n.° 11 da Bibliotheca do Povo e das
Hscolas, sabemos construir uma hyperbole, dados os eixos,
assim como o8 outros problemas para determinar esta curva.

161. A differen¢a entre as distancias de um ponto que estd
dentro da hyperbole aos focos, é maior que o eixo transverso, e
menor se 0 ponto estd féra.— Sendo P o ponto interior (fig. 71)

temos que PFR—PF >A44
Unindo o ponto M com F' serd

PP MF4+MP
e portanto

PF—-PF >PF—-MF —MP
on PF-—-PF >MF—MF

.
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s, Como MEP—ME =4 4
temos : PF—PF >44
Se considerarmos o ponto P! exterior, serd

P F—P F<AA
Temos que P+ P'M™>MF
d’onde tiramos

MF—FP —PMIMF—ME
o PIF—FP < MF—-MR
jeto & : P F—F Pl <44
o que se pretendia demonstrar.
1682. 4 bi-sectriz do angulo formado pelos raios vectores de

Fig, 71 Fig. 72. .

um ponto da hyperbole ¢ tangente d hyperbole.—Seja N um
ponto da curva (fig. 71); a bi-sectriz 7" 7' do angulo forma-
do pelos raios vectores F'N e F' N, é tangente & hyperbole,
e IV é o ponto de contacto.

Qualquer outro ponto D, por exemplo, da tangente, est4
féra da hyperbole. Fazendo NC egual a NF, e unindo o pon-
to C' com D, temos

CF =44
mas, como D F=DCeD(C--DIF < CF
segue-se que DF—-—DF’ﬁCF’
mas CIFt=4 4
logo DF—DF < AA

o que prova (151) que o ponto D estd féra da curva, o que
se desejava demonstrar.

153. Quando, tragada uma hyperbole, construirmos outra,
tomando para eixo real o eixo imaginario da primeira, e para
eixo imaginario o eixo real da hyperbole dada, as duas hy-
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perboles assim formadas dizem-se conjugadas. Os dois diame-
tros que nfo incontram as hyperboles conjugadas, denomi.
nam-se asymptotas.

PARABOLA

i g

i

154. Parahola é uma linha plana, que tem todos os seus '

pontos egualmente distantes de um ponto fixo e de uma re. |

cta fixa. O ponto fixo 7 (fig. 712) é o foco, e a recta C I é g
directriz. :

Fixo é a recta D X perpendicular 4 directriz e que passa
pelo foco. Raio vector é toda a recta tirada de um ponto da
curva para o foco. Vertice da parabola é o ponto 4 communm
4 curva e ao eixo. Corda é qualquer recta que tem os extre-
mos na curva. A corda PP/ perpendicular ao eixo, e que pas-

sa pelo foco, denomina-se parametro. Qualquer corda perpen- |

dicular ao eixo é dividida ao meio por esta linha. Diametro §
a recta que divide ao meio um systema de cordas parallelag,
O vertice, a directriz, o eixo, o foco e o parametro, determi-
nam-se facilmente, sabendo: que o eixo é perpendicular 4 di-
rectriz e que divide pelo ponto ' o parametro em duas par-
tes eguaes; que o vertice 4 divide ao meio D F'; e que o pa-
rametro é egual a duas vezes esta distancia. Tangente é a re-

cta 7' 7" que tem um ponto commum com a parabola; o pon- |
to M é o ponto de contacto. Normal & parabola &a perpem |

dicular 4 tangente no ponto de contacto. Sub-normal é a par-
te do eixo interceptada pela normal e pela perpendicular
abaixada do ponto de contacto. Sub-tangente é a parte do eixo
interceptada pela tangente e pela perpendicular abaixada do
ponto de contacto.
155. No n.° 11 da Bibliotheca do Povo e das Escolas, apre-
sentdmos differentes processos para construir esta curva.
158. Qualquer ponto que estd situado dentro da parabola
dista mais da directriz que do foco, e o que estd situado fora
dista mais do jfoco que da directriz— Seja P o ponto situado
fora da parabola (fig. 78); unindo-o com o foeo e tirando a
perpendicular P H 4 directriz que se prolonga até M, ponto
da curva, teremos PF - PM > MF
Sabemos que PH+PM=HM ;
e portanto (PF - PM)— (PH+PM)>SMF—_HM
ou PF+PM—PH—PM>MF—HM
PF—PH>MF—HM
e, visto ser MF—=HM *
ser4 PF—PH>0
ou BES P

e

e




.

)
;
§

GROMETRIA PLANA 63

Vé-sepois que o ponto P situado féra da curva dista mais do
foco que da directriz.
Se considerarmos o ponto P! dentro da curva, unindo-o

com F, e tirando a perpendicular 4 directriz temos
FM+ MP >P'F

mas, Como FM—HM

vem HM+ MP >PF

ou HiPlis> BLE,

d'onde concluimos que o ponto situado dentro da curva estd
mais distante da directriz que do foco, o que se pretendia
demonstrar.

16%7. A bi-sectriz do angulo formado pelo raio vector de um
ponto. e pela perpendicular abaizada d’esse ponto sobre a dire-
ofriz, 6 tangente & parabola wesse ponto—Seja T' T' a bi-se-
ctriz do angulo F' NV I (fig. 73) formado pelo raio vector V.F
¢ pela perpendicular 4 directriz
N L. Se considerarmos qualquer
outro ponto G' da tangente, este
ponto estard féra da curva. Unin-
do o ponto G com o foco e G O
(perpendicular & directriz), e unin-
do o ponto ' com L, temos que
os triangulos # N R e L N B téem
o lado N R commum e os angu-
los R N L e R N Feguaes, € por-
tanto L B egual a R F, d’onde
se conclue que a tangente é per-
pendicular a0 meio de L F, visto
os pontos NV e B estarem egual-
mente distantes dos extremos da
recta L .F. Sendo G O, como sa-
bemos, perpendicular & directriz,
temos G O < G L; mas, como E
GL & egual a G _Zi’, serd G O Fig. 13
< G F,pelo que se conelue (158)
que o ponto & estd féra da curva.

As nogies que acabimos de expor seguir-se-ha em um dos
numeros proximos da Bibliotheca do Pova e das Escolas o que
trata da Geometria no Espago.
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